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20 EUCLIDES

PROPOSICION 1

Si hay un niimere cualguiera de magnitudes respectivamente equimiiltiplos de cuales-
guiera otras magnitudes ipuales en nimero, cuantas veces una sea miltiplo de otra,

Sean un namero cualquiera de magnitudes AB, T'A respectivamente equimiiltiplos
de cualesquiera otras magnitudes E, Z iguales en nimero.

Digo que. cuantas veces AB sea multiplo de E, tantas veces lo serin también AB,
I'AdeE,Z.

poderosa tentacin para los mejores comentadores del libro V. Tanto es asi que un eriterio tradicional de la
calidad de una version o un comentario de los Efemenros ha sido justamente el grado de comprension y de
penetracidén mostrado con respecto a esta leorfa. Simson, por ejemplo, en su cuidada edicidn de 1756, se con-
sidera obligado a explicitar o anadir cuatro axiomas a las definiciones ¢uclideas: «I) Las cantidades equimul-
tiplices de una misma cantidad, o de cantidades i guales, son entre sf iguales; 1) Las cantidades, de las cuales
una misma cantidad es equimultiplice o cuvas equimultiplices son iguales, son también iguales entre si; T1T)
La multiplice de una cantidad mayer es mayor que la equimultplice de una menor; IV) La cantidad, euya
miuliiplice es mayor que la equimulitiplice de owra, es mayor que €sta= (R. Smvson, ed, espunola, Madnd,
1774, pags. 144-145 —vid. el hstado de la «Introduccion general» a Evcupes, Elementos [-1V (ndm. 155 de
la BAC.G ), VI, mim. 16—. Sobre la reconsiruceion hoy esiablecida de su nicleo concepiual y deduciivo pue-
den verse [ MueLLer, Philosopiy of Mathematics and Dedrecrive Sreucture in Euelid’s Elemems, Cambridge
(Mass.)-Londres, 1981, 3, §% 3.1-3.2, pips. 134-148; L. VEGa, La rrama de la demostracidn, Madrid, 1990,
4,8 4.2 pigs. 320-330).

La teorfa tiene, en fin_ la trascendencia histdrica gue le han deparado las eircunstancias de su recepeidn
y transmisidn, en particular a través de las versiones ardbigo-latinas de la Edad Media. No estard de més re-
cordar que la depuracidn de algunas interpolaciones y confusiones debidas a esta tradicion v difundidas por
la influyente edicion de Campano —por ¢jemplo, una definicidn espuria v abstrusa de <proporeitn conti-
nuar—, asi como la explicitacién progresiva de los supuestos operativos en la teorfa. marcaron el desammollo

de L1 critica L&xtuuj de los Elementos antes de la —dlgamnﬁ— arevolucion fi lnldgu::m del s. x1x; las I:{lli: 0=

afiadido de haber contribuido a una incipiente matematizacion de la ﬁ]nwfﬂ' nn.ium] a travis ll:, por :'pcmplc},
Bradwardine (en la primera mitad del s. xur) y Oresme (en la segunda mitad del s. x1v). E incluso, de creer a
L:p&chtu y i Dcdr:kmd iamén dc algunuq hr-.mnﬂdurc;t. de I'hI.II:bT.ITI m:mpu! no th:ln.i sido ajena a la mnd:r—

en -u:l i.l:ll'l_llllllﬂ- ordenado de los m!merm mmnn..de& en 1.1 medida en que esta «coriaduras equw.ﬂ{iria a Ia ue

una razén entre magnitudes inconmensurables pudiera suponer en el contexto de la definicion V., 5: bastaria
(segun dicen esos historiadores) asociar a una relacion ab irracional una particién en dos clases de nimeros
racionales m/n, 10s que son tales que mb > ma v los que son tales que mb < ma. Pero esta adaplacion de la de-
finicion cuclidea, aun siendo algebraicamente viable, no dejaria de serun trasplante demasiado forzado en un
marco tan algjado de los Elementes como los problemas de fundamentacion v reduccidn de la tcoria ma-
lenkitica del s, XiX,

Por 1o demis. Ja teoria del libro ¥V no necesita galas ajenas para brillar con luz propia en el coniexto de
los Efemenios. Y bien se puede terminar esta desmesurada nota con lo que dice Simson como remate de sus
anotaciones al libro V: «...concluida va la enmignda del libro V, por fin de €] asienio gusiosisimo a la opinidn
de Cl. Barrow: es a saber “gue nada hay en toda la Obra de los Elemenios invenlado con mayor sutileza, es-

tablecido con mas solidez, mi tratado con mads exactitud gue la doctrina de las rcionales” s (R, SiMsON

op. cil., pdg. 322)
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ELEMENTOS 21

Pues dado que AB es equimiiltiplo de E y T'A de Z, entonces, cuantas magnitudes
iguales a E hay en AB, tantas hay también en A iguales a Z. Dividase AB en las mag-
nitudes AH, HB iguales a E y I'A en las (magnitudes) ['Q, ©A iguales a Z; entonces el
nimero de las (magnitudes) AH, HB serd igual al nimero de las (magnitudes) 1'©, BA.
Ahora bien, como AHesigual aEyIN'© a Z, entonces AH esigual aEy AH, '@ a E,
Z. Por lo mismo, HB es igual a E y HB, @A a E, Z; por tanto, cuantas (magnitudes) hay
en AB iguales E, tantas hay también en AB, I'A iguales a E, Z; luego cuantas veces sea
AB muiltiplo de E, tantas veces lo serdn también AB, TAde E, Z.

Por consiguiente, si hay un nimero cualquiera de magnitudes respectivamente
equimiiltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en niimero, cuantas veces una
sea multiplo de otra, tantas veces lo serin también todas de todas. Q. E. D.

PROPOSICION 2

St una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una segunda que una tercera de una
cuarta, y una quinta es también el mismo miiltiplo de la segunda que una sexta de la cuar-
ta, la suma de la primera y la guinta serd el mismo miltiplo de la segunda que la suma de
la tercera y la sexta de la cuarta.

Pues sea la primera (magnitud), AB, ¢l mismo mdltiplo de la segunda, I', que la ter-
cera, AE, de la cuarta, Z, y sea la quinta, BH, el mismo maltiplo de la segunda, T, que
la sexta, EG, de la cuarta, Z.

B H
Al i
I'i——
E ®
Al {

Digo que la suma de la primera y la quinta, AH, es el mismo multiplo de la segun-
da, I', que la (suma de) la tercera y la sexta, A®, de la cuarta, Z.

Pues, dado que AB es el mismo miiltiplo de " que AE de Z, entonces, cuantas (mag-
nitudes) hay en AB iguales a I, tantas hay también en AE iguales a Z. Y, por lo mismo,
cuantas (magnitudes) hay en BH iguales a T, tantas hay también en E@ iguales a Z; asi
pues, cuantas (magnitudes) hay en la (magnitud) entera AH iguales a I', tantas hay tam-
bién en la (magnitud) entera A® iguales a Z; por tanto, cuantas veces AH es miltiplo de
I, tantas veces lo serd A® de Z. Luego la suma de la primera y la quinta, AH, serd tam-
bién el mismo multiplo de la segunda, I', que la (suma de) la tercera y la sexta, AG, de
la cuarta, Z.

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo miltiplo de una segunda
que una tercera de una cuarta v una guinta es también el mismo multiplo de la segun-
da gue una sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta serd el mismo miltiplo
de la segunda que la suma de la tercera y la sexta de la cuarta. Q. E. D.
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22 EUCLIDES

PROPOSICION 3

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una segunda que una tercera de
una cuarta, v se toman equinniltiplos de la primera y la tercera, también por igual-
dad*® cada una de las dos (magnitudes) tomadas serdn equimiiltiplos, respectivamen-
te, una de la segunda, v la otra de la cuarta.

Pues sea la primera, A, el mismo mtilliplu de la segunda, B, que la tercera, I', de la
cuarta, A, y tomense los equimiltiplos EZ, HO de A, T

Al

! ¥ 5
—

Ar—

H® II'.ll 18

Digo que Ez es el mismo miiltiplo de B que HO de A.

Pues dado que EZ es el mismo multiplo de A que EZ de T, entonces, cuantas (mag-
nitudes) hay en EZ iguales a A, tantas hay también en HO iguales a I'. Dividase EZ en
las magnitudes EK, KZ iguales a A, y H® en las (magnitudes) HA, A© igualesa I'. En-
tonces el nimero de las (magmitudes) EK, KZ serd igual al nimero de las (magnitudes)
HA, AG. Y puesto que A es el mismo miltiplo de B que I" de A, mientras que EK es
igual a Ay HA a T, entonces EK es el mismo miiltiplo de B que HA de A. Por lo mis-
mo KZ es el mismo miiltiplo de B que AO de A. Asf{ pues, dado que la primera, EK, es
el mismo miltiplo de la segunda, B, que la tercera, HA, de la cuarta, A, y la quinta, KZ,
también es el mismoe miltiplo de la segunda, B, que la sexta, A®, de la cuarta, A; en-
tonces la suma de la primera y la quinta, EZ, es también el mismo miiltiplo de la se-
ounda, B, que la (suma de) la tercera y la sexta, HO, de la cuarta, A [V, 2].

Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo maltiplo de una segunda
que una tercera de una cuarta, y se toman equimiltiplos de la primera y la tercera, tam-
bién, por igualdad, cada una de las dos (magnitudes) tomadas serdn equimiltiplos, res-
pectivamente, una de la segunda y la otra de la cuarta. Q. E. D.

PROPOSICION 4

87 una primera (magnitud) guarda la misma razon con una segunda que una fercera con
una ciearta, cualesquiera equimitltiplos de la primera y la tercera guardardn la misma
razdn con cualesquiera equimiltiplos de la segunda y la cuarta respectivamente, 10-
mados en el orden correspondiente.

42. Como Heiberg sefiala, el uso de di‘fson no hace referencia aqui a Ia definicién 17 de «razén por
igualdads. Se rata, no obstante, de un uso suficientemente parejo como para justificar su empleo en este
enunciado.
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ELEMENTOS 23

Pues guarde la primera (magnitud), A, la misma razén con la segunda, B, que la ter-
cera, I', con la cuarta, A, y tdmense los equimiltiplos E, Z de A, I, y otros equimilti-
plos tomados al azar*’ H, ©, de B, A.

DigoquecomoEesaH, asiZesa ©.

Pues témense los equimdltiplos K, A de E, Z, y otros equimiltiplos tomados al
azar, M, Nde H, ©.

Dado que E es el mismo miltiplo de A que Z de I', y se han tomado los equimiltiplos
K, A de E, Z, entonces K es el mismo muiltiplo de A que A de I' [V, 3]. Por lo mismo M
es el mismo mdltiplo de B que N de A. Ahora bien, puestoque AesaBecomol'a A y
se han tomado los equimiiltiplos K, A de A, T y otros equimiiltiplos tomados al azar M,
N de B, A, entonces, si K excede a M, A también excede a N, y si es igual, es igual, y si

A

B —

menor, menor [V, Def. 5]. Ahora bien, K, A son equimiiltiplos de E, Z, y M, N otros
equimiltiplos tomados al azar de H, ©; por tanto como E es a H, asi Z a @ [V, Def. 3].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la misma razén con una segun-
da que una tercera con una cuarta, cualesquiera equimultiplos de la primera y la tercera
guardardn la misma razdén con cualesquicra equimiiltiplos de la segunda y la cuarta res-
pectivamente, tomados en el orden correspondiente. Q. E. D.

PROPOSICION 5

Si una magnitud es el mismo miiltiplo de otra que una (magnitied) quitada (a la prime-
ra) lo es de otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) serd iam-

43. La versidn tradicional de hid éfvehen por «cualesquierar seria problemalica en cierfos casos y encu-
briria el tono informal —desde el punto de vista 16gico— del texto griego orginal. Por ¢llo opto per la tra-
duccion «al azar»,



Copyrighted materlal



24 EUCLIDES

bién el mismeo miiltiplo de la (magnitud) restante (de la segunda) que la (magnitud) en-
tera de la (magnitud) entera.

Pues sea Ja magnitud AB el mismo miltiplo de la (magnitud) I'A que la (magnitud)
quitada AE de la (magnitud) quitada ["Z.

Digo que la (magnitud) restante EB serd también el mis-
mo miltiplo de la (magnitud) restante ZA que la (magnitud) A —— B
entera AB de la (magnitud) entera I'A. r z

Asi pues, cuantas veces sea AE multiplo de I'Z, tantas
veces lo sea EB de 'H.#

Y dado que AE es el mismo miiltiplo de I'Z que EB de HT', entonces AE es el mismo
miiltiplo de TZ que AB de HZ [V, 1]. Pero se ha asumido*® que AE sea el mismo mlti-
plo de I'Z que AB de T'A. Por tanto, AB es el mismo miiltiplo de cada una de las dos
(magnitudes) HZ, T'A; luego HZ es igual a ['A. Quitese de ambas I'Z; entonces la res-
tante HT es igual a la restante ZA. Y puesto que AE es el mismo maltiplo de I'Z que EB
de HT', y HT es igual a AZ, entonces AE es el mismo miiltiplo de I'Z que EB de ZA. Pero
se ha supuesto que AE es el mismo mdltiplo de ['Z que AB de I'A; por tanto EB es el mis-
mo miltiplo de ZA que AB de I'A. Luego la restante (magnitud) EB 1ambién serd el
mismo miltiplo de ZA que la (magnitud) entera AB de la (magnitud) entera TA.

Por consiguiente, si una magnitud es el mismo miltiplo de otra que una (magnitud)
quitada (a la primera) lo es de otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la
primera) serd también el mismo multiplo de la (magnitud) restante (de la segunda) que
la (magnitud) entera de la (magnitud) entera. Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si dos magnitudes son equimiiltiplos de dos magnitudes y ciertas (magnitudes) quitadas
(de ellas) son equimiiltiplos de estas (dos segundas), las restantes también son o igua-
les a las mismas o equimiiltiplos de ellas. i

Pues sean dos magnitudes AB, I'A equimiltiplos de dos  A+—+—+————B
magnitudes E, Z, y sean las (magnitudes) quitadas AH, I'©

E —
equimiiltiplos de las mismas E, Z.
Digo que las (magnitudes) restantes HB, ©A también r o
son iguales a E, Z o equimiiltiplos de ellas. Rt
Pues sea en primer lugar HB igual a E. 21—t

Digo que ©A es también igual a Z.

Asf pues, hdgase T'K igual a Z. Dado que AH es el mismo miltiplo de E que TO®
de Z, y que HB es igual a E y KI" a Z, entonces AB es el mismo miiltiplo de E que
KO de Z [V, 2]. Pero se ha supuesto que AB es el mismo multiplo de E que ['A de Z;
por tanto KO es el mismo miltiplo de Z que I'A de Z. Asf pues, dado que cada una de
las (magnitudes) KO, T'A es el mismo miiltiplo de Z, entonces K@ es igual a T'A. Qui-

44. Esta manera de expresar la construceidn podria dar a entender que I'H es una magnitud dada, mien-
tras que EB debe ser hallada de modo que sea igual a ciero miiltiplo de 'H. Sin embargo, EB es la que ha

sido dada y T'H la que hay que hallar. Es decir, que 'H debe ser construida como un submiltiplo de EB.
45. Keitai mads hreralmente: «se ha puestos.
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tese de ambos I'®; entonces la (magnitud) restante KI™ es igual a la (magnitud) restan-
te ©®A. Pero Z es igual a KI'; entonces ©A también es igual a Z. De modo que si HB es
igual a E, también ©OA serd igual a Z.

De manera semejante demostrariamos que, si HB es multiplo de E, ©A serd tam-
bién el mismo miiltiplo de Z.*

Por consiguiente, si dos magnitudes son equimiltiplos de dos magnitudes, y ciertas
(magnitudes) quitadas (de ellas) son equimultiplos de estas (dos segundas), las restan-
tes también son o iguales a las mismas o equimiiltiplos de ellas. Q. E. D.*7

PROPOSICION 7

Las (magnitudes) iguales guardan la misma razdn con una misma (magnited) y la mis-
ma (magnitud) guarda la misma razon con las (magnitudes) iguales.
Sean A, B las magnitudes iguales y T otra, tomada al azar.

A— A
T E
M— Z -

Digo que cada una de las (magnitudes) A, B guarda la misma razén con I''y I" con
cada una de las (magnitudes) A, B.

Pues tomense los equimiltiplos A, E de A, B y otro equimultiplo al azar, Z de T'.*

Asi pues, dado que A es el mismo miiltiplo de A que E de B, y A es igual a B, en-
tonces A es también igual a E. Pero Z es otra (magnitud) tomada al azar. Entonces, s1 A
excede a Z, E tlambién excede a Z, y si es igual es igual, y si es menor, menor. Ahora
bien, A, E son equimiltiplos de A, B, y Z otro equimdltiplo, al azar, de I"; entonces,
comoAesal, asi B esaTl [V, Def. 5].

Digo que I" guarda también la misma razén con cada una de las (magnitudes) A, B.

Pues, siguiendo la misma construccidn, demostrariamos de manera semejante que
A esigual 2 E; pero Z es alguna otra (magnitud), entonces, si Z excede a A, excede tam-
bién a E, y si es 1gual, también es igual, v s1 es menor, menor. Ahora bien, Z es multi-
plo de I, mientras que A, E son otros equimiltiplos, tomados al azar de A, B; por tan-
to,comoles aA, asiI"'esa B [V, Def. 5].

46. LiL: «si es multiplo de... tantas veces Lo seti...».

47. R. Simson se cree obligado a afadir, tras esta proposicion, cuatro proposiciones derivadas de la Def.
¥, 5, que obran ticitamente no sdlo en algunas pruebas de este mismo libro, sino en otras aplicaciones de la
teoria de la proporcion en los Elementos. Son los teoremas siguientes. A: «Si la primera cantidad [1.¢., mag-
nitad] tiene a la segunda la misma razén que la tercera a la cuarta, serd la tercera mayor, igual o menor que la
cuarta seglin sea la primera mayor, igual o menor que la segunda», B: «S5i cuatro cantidades fueren propor-
cionales, también inversamente serdn proporcionales», C: «5i la primera cantidad fuese igual multiplice o la
misma parte de la segunda que la tercera lo es de la cuarta, la primera serd a la segunda como la tercera a
la cuartan, D: «Si la primera cantidad fuese a la segunda como la tercera a la cuana, y la primera fuese mul-
tiplice o parie de la segunda, la tercera serd la misma multiplice o la misma parte de la cuarta» (SiM30N, ed.
cit.,, pdgs. 121-123, y notas, pdgs. 312-314). Las razones de Simson para esias adiciones parecen mis pen-
dientes de los comentanios suscitados por la presentacion de Euclides que de la teoria misma del libro V.

AR Se trata dal miemn nen da bA #Sfvcben mee an la neonocicsdn 4
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26 EUCLIDES

Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la misma razdn con una misma
(magnitud) y la misma (magnitud) (guarda la misma razén) con las (magnitudes) iguales.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes son proporcionales, tam-
bién son proporcionales por inversion [V, Def. 13]. Q. E. D.

PROPOSICION 8

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una misma (magnitud) una razén ma-
yor gue la menor, y la misma (magnitud) guarda con la menor una razdn mayor que
con la mayor.

Sean AB, I' magnitudes desiguales, y sea la mayor AB, y otra, al azar, A.

Digo que AB guarda con A una razén mayor que I' con A, y A guarda con I una ra-
zOn mayor que con AB.

Pues como AB es mayor que I', hdgase BE igual a I', entonces la menor de las
(magnitudes) AE, EB, multiplicada, serd alguna vez mayor que A [V, Def. 4]. En pri-
mer lugar, sea AE menor que EB, y multipliquese AE, y sea su miltiplo ZH que es ma-
yor que A, y, cuantas veces ZH es miltiplo de AE, tantas veces lo sea también HO de
EB y K de T'; témese A doble de A y M triple (de A), y asi sucesivamente* hasta que el
multiplo tomado de A sea el pnimero mayor que K. Tomese y sea N, el cuadruplo de A,
el primero mayor que K.

Ab—+——iR Ar—
r———— A —
FA i (=) M

K Mt

Asf pues, dado que K es el primero menor gue N, entonces K no es menor que M;
y, dado que ZH es el mismo miltiplo de AE que HO de EB, entonces ZH es el mismo
miiltiplo de AE que Z0 de AB [V, 1]. Ahora bien, ZH es el mismo miiltiplo de AE que
K de T; luego Z© es el mismo miltiplo de AB que K de T'. Por tanto Z©, K son equi-
multiplos de AB, I'. Como H® es a su vez el mismo multiplo de EB que K de I', y EB
es igual a I', entonces HE® es también igual a K; pero K no es menor que M; por tanto
HE) tampoco es menor que M. Pero ZH es mayor que A; asf pues, la (magnitud) entera
ZO es mayor que A v M juntas.

Ahora bien, A y M juntas son iguales a N, puesto que M es efectivamente el tri-
ple de A, mientras que M y A juntas son el cuddruple de A, y N es también el cuddruple
de A; por tanto M y A juntas son 1guales a N. Pero Z© es mayor que M, A; luego 70 ex-
cede a N; mientras que K no excede a N. Y Z©, K son equimiltiplos de AB, I, mien-
tras que N es otro (miltiplo), tomado al azar, de A; por consiguiente AB guarda una ra-

z6n mayor con A que T" con A [V, Def. 7].

49. Kai hexés rent pleion, en el sentido de miltiplos sucesivamente incrementados de uno en uno.
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Digo ademads que A guarda también una razén mayor con I" que A con AB.
Pues siguiendo la misma construccidn, demostrariamos de manera semejante que N
excede a K, mientras que N no excede a ZO. Y N es multiplo de A, mientras que ZO,

H.l_lng—lh A=
r— A F———
A + H - 18 M+

B ——— M

K son otros equimiiltiplos tomados al azar de AB, T'; por consiguiente A guarda con ™
una razon mayor que A con AB [V, Def. 7).

Sea ahora AE mayor que EB. Entonces la menor EB, multiplicada, serd alguna vez
mayor que A [V, Def. 4]. Multipliquese y sea H® un miltiplo de EB, y mayor que A; y,
cuantas veces HS es miltiplo de EB, tantas veces sea también ZH miiltiplo de AE vy K
de I'. De manera semejante demostrariamos que Z6, K son equimiiltiplos de AB, T'; t6-
mese parejamente N como miiltiplo de A y el primero mayor que ZH; de modo que de
nuevo ZH no es menor que M, y HO es mayor que A: entonces la (magnitud) entera 20
excede a A, M, es decir a N. Pero K no excede a N, puesto que ZH que es mayor que
HO, es decir que K tampoco excede a N. Y del mismo modo siguiendo los pasos de
arriba completamos la demostracion.

Por consiguiente, de las magnmitudes desiguales, la mayor guarda con una misma
(magnitud) una razén mayor que la menor; y la misma (magnitud) guarda con la menor
una razén mayor que con la mayor. Q. E. D.

PROPOSICION 9

Las {magnitudes) que guardan con una misma (magnitud) la misma razdn son igua-
les entre si; y aguellas con las gue una misma (magnitud ) guarda la misma razon, son
iguales.

Pues guarde cada una de las (magnitudes) A, B la misma razon con I

A - Bt

Digo que A es igual a B.

Pues, si no, cada una de las (magnitudes) A, B no guardaria la misma razén con I”
[V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B,

Guarde a su vez I la misma razén con cada una de las (magnitudes) A, B.

Digo que A es igual a B.

Pues, si no, I no guardaria la misma razén con cada una de las (magnitudes) A, B
[V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B.

Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una misma (magnitud) la nus-
ma razén son iguales entre si; y aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la
misma razon. son iguales. O. E. D.
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PROPOSICION 10

De las (magnitudes) que guardan razdn con una misma (magnitud), la que guarda una
razin mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud) guarda una razon
fi‘l‘ﬂ_‘r‘l‘]ﬂ 5 Menor.

Pues guarde A con I" una razén mayor que B con I,

Digo que A es mayor que B. | _
Pues, sino, 0 A es igual a B o es menor. Ahora bien,Ano  # e
es igual a B: pues (entonces) cada una de las (magnitudes) e RE———

A, B guardaria la misma razén con I" [V, 7]: pero no la guar-

da; luego A no es igual a B. Ahora bien, A tampoco ¢s menor que B: pues (entonces) A
guardaria con I” una razén menor que B con I" [V, 8]: pero no la guarda; luego A no es
menor que B. Y se ha demostrado que tampoco es igual. Por tanto A es mayor que B.

Guarde a su vez I" con B una raz6n mayor que I" con A.

Digo gue B es menor que A.

Pues. si no, o es igual o es mayor. Ahora bien, B no es igual a A: pues (entonces) I’
guardaria con cada una de las (magnitudes) A, B la misma razén [V, 7]; pero no la guar-
da; luego A no es igual a B. Ahora bien, tampoco B es mayor que A: pues (entonces) I
guardaria una razén menor con B que con A [V, 8]: pero no la guarda; luego B no es
mayor que A. Y se ha demostrado que tampoco es igual; por tanto B es menor que A.

Por consiguiente, de las {magnitudes) que guardan razén con una misma (magni-
tud), la que guarda una razén mayor, es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud)
guarda mayor razdn, es menor. Q. E. D.%

PROPOSICION 11

Las razones gue son iguales a una misma razon son también iguales entre si.'
Pues,comoAesaBsecaasilaA y,comoTesaAasiEaZ.
Digoque comoAesaBasiEesaZ.
Témense los equimdiltiplos H, ©, K de A, T, E y otros equimiltiplos, tomados al
azar, A, M, Nde B, A Z
Y puesto que como A es a B, asi I es a A, y se han tomado los equimiiltiplos H, ©

de A, T, y otros equimiltiplos, tomados al azar, A, M de B, A, entonces, si H excede a
A, también © excede a M, y si es igual, es igual, y si menor, menor.

50. En esta proposicién introduce Euclides unas nociones de razdn mayor o menor en un contexto en el
que la referencia a la def. V, 7, puede ser insuficiente. Como se ha observado reiteradamente (desde SimMson,
1756 —vid. ed. cit., notas, pags. 315-317—; cf. HEaTH, ed. cit., IL, pdgs. 156-157), no se deben aplicar de
modo inmediato a las razones las condiciones estipuladas o supuesias para las magnitudes, en particular la
condicidn de tricotomia o €l corolario destacado por Simson; que una magnitud no puede ser a la vez mayor
0 menor que ofra (Simson, ed. cit., pdg. 316). El propio Euclides vendra a probar en la propesicidn siguiente
que las razones iguales a una misma razon son iguales entre si, pese a disponer de 1a nocién comdn 1 {«las
cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si=); en esta prop. V 11, Euclides, en vez de considerar una
aplicacidn directa de esta nocion comun, desarrollard una prueba especifica de la igualdad entre razones.

S1. Por razones estilisticas traduzco hof aufof por «iguales=, pues en esle caso son expresiones equiva-
lentes. Sigo, por otra parte, al traductor anénimo de Simson,
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Ab—— r—— Er—
B— A —i Zi—
H <] K ——
A ‘ + i M y ' ! N ———i

Asimismo, puesto que E es a Z como I"es a A, y se han tomado los equimiiltiplos ©,
K de T, E y otros equimiltiplos, tomados al azar, M, N de A, Z, entonces, s5i © excede
a M, también K excede a N, y si es igual, es igual, y si menor, menor. Pero si © exce-
de a M, también H excede a A, y si es igual, es igual, y si menor, menor; de modo que,
si H excede a A, K excede también a N, y si es igual, es igual, ¥ si menor, menor. Aho-
ra bien, H, K son equimaltiplos de A, E, y A, N otros equimaltiplos, tomados al azar, de
B, Z; por tanto, como A es a B, asf Ea Z.

Por consiguiente, las razones que son iguales a una misma razén, también son igua-
les entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 12

Si un niimero cualquiera de magnitudes fueren propercionales, como sea una de las
antecedentes a una de las consecuentes, asi serdn todas las antecedentes a las conse-
cuentes.”

Sean A, B, T', A, E, Z un nimero cualquiera de magnitudes proporcionales, (de
modo que) comoAesaB,asisonl' aAyEaZ

DigoquecomoAesaB, asiserin A, I, EaB, A, Z.

Témense pues los equimiltiplos H, ©, K de A, ', E y otros equimiiltiplos, tomados
al azar, A, M, Nde B, A, Z.

Ahora bien, puesto que I'es a A y E a Z como A es a B; y se han tomado los equi-

miltiplos H, ©, K de A, T, E; y otros equimiltiplos, tomados al azar, A, M, Nde B, A, Z;

A - Er—
B by A ey Zr—
H! . A

o | Mr

K N

entonces, si H excede a A, también ©@ aM y K a N, v si es igual, igual, y si menor, me-
nor. De modo que, s1 H excede a A, también H, ©, K (exceden) a A, M, N, y sies
igual, (son) iguales, y si menor, menores, Tanto H como H, ©, K son equimiiltiplos de
A ydeA, I, E, pues, en efecto, si hay un nimero cualquiera de magnitudes respecti-
vamente equimiltiplos de cualesquiera otras magnitudes iguales en nimero, cuantas

32, Expresidn algebraica:siera’ n b b oo cadamzdnes igual alarzdén{a+ b+ o+ ) 1la’ +
b'+c'...). Este teorema aparece en ARISTOTELES, Elica Nicomdguea V 5 113 b 14, en 1a forma abreviada: «El

trwle me al trudo coma cada nacdte e @ cada et
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veces una de las magnitudes es miltiplo de otra, tantas veces lo serdn también todas
de todas [V, 1].

Por la misma raz6n, tanto A como A, M, N son equimiiltiplos de B y de B, A, Z; lue-
go,comoAesaB, asiA, I, EaB, A Z[V, Def. 5].

Por consiguiente, s1 un numero cualquiera de magnitudes fueren proporcionales,
como sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, asi serdn todas las antece-
dentes a las consecuentes. Q. E. D.

PROPOSICION 13

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razén que una tercera
con una cuarta, v la tercera guarda con la cuarta una razén mayor que una quinta con
una sexta, la primera guardard también con la segunda una razén mayor que la quin-
ta con la sexia.

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma razén que la tercera, I, con
la cuarta, A; y guarde la tercera, T, con la cuarta, A, una razon mayor que la quinta, E,
con la sexta, Z.

A — r—ﬂ H—-———.—l H —t

B — a—il Wt =y

Digo que la primera, A, guardard también con la segunda, B, una razén mayor que
la quinta, E, con la sexta, Z.

Pues como hay algunos equimiiltiplos de T, E y otros equimdltiplos, tomados al
azar, de A, Z, tales que el maltiplo de I" excede al maltiplo de A pero el miltiplo de E
no excede al miltiplo de Z [V, Def. 7], tomense y sean H, @ equmultiplos de T, E; y K,
A otros equimdaltiplos al azar de A, Z, de modo que H exceda a K pero © no excedaa A;
y cuantas veces H sea miltiplo de T', tantas veces lo sea también M de A, y cuantas ve-
ces sea miiltiplo K de A, tantas veces lo sea también N de B.

Y puesto que T" es a A como A es a B, y se han tomado los equimiiltiplos M, H de
A, T vy otros equimdltiplos, tomados al azar, N, K de B, A, entonces, si M excede a N,
también H excede a K, y si es igunal, es igual, y st menor, menor [V, Def. 5]. Pero H ex-
cede a K; luego M también excede a N. Ahora bien, @ no excede a A; y M, © son equi-
miiltiplos de A, E, mientras que N, A (son) otros equimiltiplos, tomados al azar, de B,
Z; luego A guarda con B una razén mayor que E con Z [V, Def. 7].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma ra-
z(On gue una lercera con una cuarta, y la tercera guarda con la cuarta una razén mayor
que una quinta con una sexta, la primera guardard también con la segunda una razén
mayor que la quinta con la sexta. Q. E. D.
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PROPOSICION 14

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razén que una tercera
con una cuarta y la primera es mayor gue la rercera, la segunda serd también mayor
gue la cuarta, y si es igual, serd igual, y 5si menor, menor.

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma razén que la tercera, I, con
la cuarta, A, y sea A mayor que I

Digo que también B es mayor que A. At i I

Pues como A es mayor que I” y B otra (magnitud), tomada
al azar, entonces A guarda una mayor razon con B que I" con
B [V, 8]. Pero como A es a B, asi " es a A; entonces I” guarda también con A una razdén
mayor que I con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una misma magnitud guar-
da una razén mayor, es menor [V, 10]; asi pues, A es menor que B; de modo que B es
mayor que A.

De manera semejante demostrariamos que si A es igual a I', B también serd igual a
Ay si A es menor que I', B serd también menor que A.

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con una segunda la misma razén
que una tercera con una cuarta, y la primera es mayor que la tercera, la segunda serd
también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si menor, menor. Q. E. D.**

Br—-- A

PROPOSICION 15

Las partes guardan la misma razén entre si que sus mismos miiltiplos,** tomados en el
orden correspondiente,

Sea pues AB el mismo miltiplo de I que AE de Z. H o

Digo que como I"es a Z, asi AB a AE. A L

Pues dado que AB es el mismo miltiplo de T que AE 4% 4 ¢ 7,
de Z, entonces, cuantas magnitudes iguales a I' hay en AB,
otras tantas (habrd) iguales a Z en AE. Dividase AB en las (magnitudes) AH, H®, ©B
iguales a I', y AE en las (magnitudes) AK, KA, AE iguales a Z; entonces el nimero
de las (magnitudes) AH, HO, OB serd igual al nimero de las (magnitudes) AK, KA,
AE. Y puesto que AH, H®, ©B son iguales entre si y AK, KA, AE son también iguales
entre sf, entonces, como AH es a AK, asi H® a KA, y ©B a AE [V, 7]. Por tanto, como
una de las antecedentes es a una de las consecuentes, asi todas las antecedentes serdn
también a todas las consecuentes [V, 12]; entonces, como AH es a AK, asi AB a AE.
Ahora bien, AH es igual a T, y AK a Z; luego, como "es a Z, as{ AB a AE.

Por consiguiente, las partes guardan la misma razén entre s{ que sus mismos miilti-
plos tomados en el orden correspondiente. Q. E. D.

53. Simson afade la prueba especifica del segundo v tercer caso de esta proposicidn, a saber: si A es
igual o menor que I". CF. Sivson, ed. cit., pdg. 131.

54. En erieero: hosatitos poflapfosiois.
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PROPOSICION 16

St cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia serdn proporcio-
nales.

Sean A, B, I', A, cuatro magnitudes proporciona- A= e
les, (a saber)como A esaB,asiTaA.

B — P |
Digo que lo serdn también por aliernancia, (a sa-
ber)comoAcsalasiBaA, L ; Z - S S
Témense los equimiltiplos E, Zde A,Byotros 5, <

equimultiplos, tomados al azar, H, @ de T, A. Y
puesto que E es el mismo miltiplo de A que Z de B, las partes guardan la misma razén
que sus mismos multiplos [V, 15]; entonces, como A es a B asi E a Z. Pero como A es
aB, asi " a A; luego, como I"es a A, asi también Ea Z [V, 11]. A su vez, puesto que H,
© son equimiiltiplos de T, A, entonces como INes a A, asi H a © [V, 15]. Pero como I’
csaAasi EaZ: luego como E es a Z, asi también H a © [V, 11]. Ahora bien. si cuatro
magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que la tercera, la segunda serd
también mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si es menor, menor [V 14]. Por tan-
to, si E excede a H, también Z excede a ©, y si es igual, es igual, y si menor, menor.
Ahora bien, E, Z son equimiiltiplos de A, B, y H, ©, otros (equimiltiplos), tomados al
azar, de I', A; luego, comoAesal’, asi BaA [V, Def. 5].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporcionales, también por alternancia
serdn proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si unas magnitudes son proparcionales por composicion, también por separacién se-
rin proparcionales.”

Sean AB, BE, I'A, AZ magnitudes proporcionales por composicién (de modo) que
como AB esa BE, asi A esa AZ,

Digo que también por separacion serdin proporcionales, de modo que, como AE sca
a EB, asi I'Z serd a AZ.

Pues témense los equimiltiplos HO, OK, AM, MN de AE, EB, T'Z, ZA y otros
equimiltiplos, tomados al azar, K=, NTI de EB, ZA.
E g H h'd .3

Z A M N I
a4 ' . ]

A

Y dado que HO es el mismo multiplo de AE que OK de EB, entonces HO es el mis-
mo miultiplo de AE que HK de AB [V, 1]. Pero HO es el mismo miltiplo de AE que AM

55. Expresion algebraica:
siatbietdentonces (a=by:bhiilc=d:4d
Euclides emplea aqui synkeimenos ldgos «razén compuesta» en el sentido de synthesis Idgou «composi-
cion de una razén», lo gque demuestra que ambos términos no estin claramente definidos en los Elemenios.
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de I'Z; entonces HK es el mismo multipio de AB que AM de I'Z. Como AM es a su vez
el mismo miiltiplo de I'Z que MN de ZA, entonces AM es el mismo miiltiplo de I'Z que
ANde I'A [V, 1]. Pero AM era el mismo multiplo de I'Z que HK de AB; asi pues HK es
el mismo multiplo de AB que AN de I'A. Por tanto HK, AN son equimiltiplos de AB,
AA. Como ©K es a su vez el mismo miltiplo de EB que MN de ZA, y K= es también
el mismo miiltiplo de EB que NII de ZA, la suma OZF es también el mismo maltiplo de
EB que MI1de ZA [V, 2]. Ahora bien, dado que, como AB es a BE, asi A es a AZ, y se
han tomado los equimiiltiplos HK, AN de AB, TA ¥ los equimultiplos ©=, MIT de EB,
ZA, entonces, si HK excede a ©=, AN excede también a MT1, y si es igual, es igual, y si
menor, menor. Exceda HK a ©=; entonces, si se quita la (magnitud) comiin, @K, tam-
bién HO excede a K=. Pero s1 HK excedia a ©=, AN también excedia a MLI; luego AN
excede también a MII, y si se quita la (magnitud) comin MN, AM también excede a
NIT; de modo que, si HO excede a K=, AM excede también a NII. De manera semejan-
te demostrariamos que si H® es igual a K=, AM también sera igual a NI, y si es menor,
serd menor. Ahora bien, H®, AM son equimiiltiplos de AE, I'Z, pero K=, NI son otros
equimiiltiplos tomados al azar de EB, ZA; por tanto, como AE es a EB, asi I'Z a ZA.

Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por composicion, también
por separacion serdn proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 18

St unas magnitudes son proporcionales por separacian, también por composicion se-
rdn proporcionales.

Sean AE, EB, I'Z, ZA magnitudes proporcionales por separacion, (de modo que)
como AE es a EB, asi I'Z es a ZA.

Digo que también por composicion serdn proporcionales, (de modo que) como AB
(es) a BE, asi I'A (serd) a AZ.

Porque si 'A no es a AZ como AB a BE, entonces, como AB es a BE, asi A serd a
una (magnitud) menor que AZ o a una mayor.

Sea en primer lugar proporcional a la menor AH. " E .
Dado que como AB es a BE, asi I'A es a AH, son magni- -
tudes proporcionales por composicién; asi pues también r — 14

serdn proporcionales por separacion [V, 17]. Por tanto,
como AE es a EB, asi I'H a HA. Pero también se ha supuesto que como AE es a EB, asi
I'ZaZA Luego, como I'H es a HA, asi IT'Z a ZA [V, 11]. Pero la primera I'H es mayor
que la tercera I'Z; entonces la segunda HA también es mayor que la cuarta ZA [V, 14].
Pero también menor: lo cual es imposible; por tanto no es el caso de que I'A sea a una
(magnitud) menor que ZA, como AB a BE. De manera semejante demostrariamos que
tampoco es proporcional a una mayor; asi pues serd proporcional a la propia (ZA).

Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales por separacién, también
por composicién serdn proporcionales. Q. E. D.*

56. La demosiracién supone la existencia de un cuarto término proporcional. Diversos editores y comen-
tadores de los Efementos, al menos desde Clavio (1574, 2.7 ed. 1589), han eptado por la declaracién expresa

A ana mmrcnalaldc cafisdn Jowulnon P s toa s o P lo e Bl b e e S e o W AL W e
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PROPOSICION 19

St como un todo es a otro todo, asi es una (parie) quitada (de uno) a una (parie) quita-
da (de otro), la (parte) restante serd también a la (parte) restante como el todo es al
lodo.

Pues como el todo AB es al todo T'A, asf sea la (parte) quitada AE a la (parte) quita-
da I'Z.

Digo que la (parte) restante EB serd también A - B
a la (parte) restante ZA como el todo AB es al - z

A
todo T'A.

Pues, dado que como AB es a ['A, asi AE es a ['Z, también, por alternancia, como BA
es a AE, asi Al aT'Z [V, 16]. 'Y puesto que son magnitudes proporcionales por composi-
cién, también por separacion serdn proporcionales [V, 17] (es decir) como BE es a EA,
asi AZ a I'Z; y por aliernancia, como BE es a A7, asi EA a ZT" [V, 16]. Pero, como AE es
a I'Z, asi se ha supuesto que ¢l todo AB es al todo ['A. Luego la (parie) restante EB serd a
la (parte) restante ZA como el todo AB es al todo TA[V, 11].

Por consiguiente, si como un todo es a otro todo, asf es una (parte) quitada (de una)
a una (parte) guitada (del otro), la (parte) restante serd también a la (parte) restante
como ¢l todo es al todo. Q. E. D.

[Y puesto que se ha demostrado, que como AB es a I'A, asi EB a ZA, también por al-
ternancia, como AB es a BE, asi I'A a ZA, luego son magnitudes proporcionales por com-
posicion; pero se ha demostrado que como BA es a AE, asi AT es aT'Z; y esto es por
conversion].”’

Porisma:

A partir de esto queda claro que si unas magnitudes son proporcionales por compo-
sicidn, también por conversidn serdn proporcionales. Q. E. D.

PROPOSICION 20

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero que, fomadas de dos en dos,
guardan la misma razén, y si, por igualdad, la primera es mayor que la tercera, iam-
bién la cuarta serd mayor que la sexta; v si es igual, igual, v si es menor, menor.

Sean A, B, I tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a ellas en niimero que, tomadas
de dos en dos, guarden la misma razdn, (es decir que) como AesaB,asfAesaEy
comoBesal, asiE aZ, y, por igualdad, sea mayor A que I

Digo que A serd también mayor que Z, y si es igual, igual, y si es menor, menor.

puesto o la opeitn de demostrar previamente la suposicidn misma (HEATH, ed. cit., 11, pdgs. 170-174, ofrece
diversas muestras). El propio Euclides demostrard més adelante, en la prop. VT 12, un caso particular en el
que los términos proporcionales son lineas rectas, Por lo demds, una vez asumida la existencia de una scuar-
ta proporcional», se podria derivar ulteriormente su unicidad a través de las proposiciones V 11 y V 9,

37. Heiberg atetiza las lineas que se encuentran entre la conelusién y el porisma porque Euclides no
acostumbra a explicar un porisma, ya que, por su propia naturaleza, un porisma no precisa explicacién sino
que es algo que se presenta, seglin Proclo, apragmarteiitds, es decir, «sin esfuerzo»,
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A F e
L b—— E—
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Pues dado que A es mayor que I' y B es otra (magnitud) cualquiera, la mayor guar-
da con una misma (magnitud) una razén mayor que la menor [V, 8], entonces A guarda
con B una razén mayor que [ con B. Pero como A es a B, asi A es a E, y por inversion,
como I es a B, asi Z es a E; luego A también guarda con E una razon mayor que Z con
E [V, 13]. Ahora bien, de las magnitudes que guardan razén con una misma (magnitud),
la que guarda una razoén mayor es mayor [V, 10]. Asi pues A es mayor que Z. De mane-
ra semejante demostrariamos que, si A es igual a I', también A serd igual a Z, y si es
menor, menor,

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, to-
madas de dos en dos, guardan la misma razén, y si, por igualdad, la primera es mayor
que la tercera, también la cuarta serd mayor que la sexta; y si es igual, igual, y si es me-
nor, menor. Q. E. D.

PROPOSICION 21

St hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en mimero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razon y su proporcion es perturbada, y si, por igualdad, la primera
es mayor que la tercera, también la cuarta serd mayor que la sexta; y si es igual, igual;
¥ 5i €5 menor, menor.

Sean A, B, T tres magnitudes y A, Z, E otras iguales a ellas en nimero que, tomadas
de dos en dos, guarden la misma razén, y sea su proporcion perturbada (es decir que)
comoAesaB,asiEaZ ycomoBesal, asi A aE, y, porigualdad, sea A mayor que I'.

Digo que A también serd mayor que Z, y si es igual,
igual, y s1 es menor, menor. At ' A

Pues como A es mayor que I, y B otra magnitud, en-
tonces A guarda una razén mayor con B que I" con B [V, 8].
Pero como A es a B, asi E a Z, y por inversion, como I es a r Z
B, asf E es a A. Por tanto E guarda una razén mayor con Z
que E con A [V, 13]. Pero aquello con lo que una misma (magnitud) guarda una razén
mayor es menor [V, 10}, luego Z es menor que A, por tanto A es mayor que Z. De ma-
nera semejante demostrariamos que si A es 1igual a I', A serd también igual a Z. y si me-
nor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, to-
madas de dos en dos, guardan la misma razén, y su proporcién es perturbada; y si, por
igualdad la primera es mayor que la tercera, la cuarta serd también mayor que la sexta;
y si es igual, igual; y si es menor, menor. Q. E. D.

E— b
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PROPOSICION 22

Si hay un niimero cualquiera de magnitudes v otras iguales a ellas en niimero que, to-
madas de dos en dos, guardan la misma razon, por igualdad guardardn también la
misma razon.

Sean A, B, " un niimero cualquiera de magnitudes y A, E, Z otras iguales a ellas en
numero que, tomadas de dos en dos, guarden la misma razén (es decir que) como A es
aB,asiAesaE,ycomoBesal,asiEcsaZ.

A B I |
A i Ei— T —y
H 1 K¢ ¢ + i M}

B e — A —— L

Digo que por igualdad guardardn también la misma razon (i, e. que como A esal’,
asi AesaZ).

Pues tomense los equimultiplos H, @ de A, A y otros equimultiplos tomados al azar
K. A de B, E, y ademis otros equimultiplos al azar M, Nde I, Z.

Y dado que como A es a B, asi Aes a E, y se han tomado los equimdltiplos H, © de
A, A y otros equimiltiplos tomados al azar K, A de B, E, entonces como H es a K asi @
a A [V, 4]. Por lo mismo, como K es a M, asi A es a N. As{ pues, dado que H, K, M son
tres magnitudes y &, A. N otras magnitudes iguales a ellas en mimero que. tomadas de
dos en dos, guardan la misma razon, entonces, por igualdad, si H excede a M, @ tam-
bién excede a N; y si es 1gual, es igual; y si es menor, menor [V, 20]. Ahora bien, H, ©&
son equimiltiplos de A, A, y M, N otros equimiiltiplos tomados al azar de I", Z. Enton-
cescomoAesal, asi AesaZ [V, Def. 5].

Por consiguiente, si hay un niimero cualquiera de magnitudes y otras iguales a ellas
en nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razén, por igualdad guarda-
ran también la misma razén. Q. E. D.

PROPOSICION 23

Si hay tres magnitudes v otras iguales a ellas en niimero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razon, y su proporcion es perturbada, por igualdad guardardn tam-
bién la misma razin.

Pues sean A, B, I tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a ellas en namero que, to-
madas de dos en dos, guarden la misma razén y sea su proporcion perturbada, (es decir
que)comoAcsaB,asiEaZycomoBesal,asiAaE.

D p— B by |
Ar— E F— F —
H: 4 A b

K =t M N




Copyrighted material



ELEMENTOS 37

DigoquecomoAesal,asidesaZ

Pues tomense los equimdltiplos H, ©, K de A, B, A y otros equimdltiplos tomados
al azar A, M, NdeT,E, Z

Y dado que H, © son equimiiltiplos de A, B v las partes guardan la misma raz6n que
sus mismos miltiplos [V, 15],** entonces como A es a B, asi H es a ©. Por lo mismo,
como E es aZ, asi también M a N; ahora bien, como A es a B, asi E a Z; entonces como
Hesa®,asiMaN|[V, 11].Y dado que, como B es a T, as{ A a E, también, por alter-
nancia, como Besa A, asi ['a E [V, 16]. Y puesto que ©, K son equimiiltiplos de B, A,
y las partes guardan la misma razon que sus equimiltiplos, entonces como B es a A, asf
@ a K[V, 15]. Ahora bien, como B es a A, asi I a E; luego también como @ es a K,
asi["a E [V, L1]. A su vez, dado que A, M son equimiltiplos de I', E, entonces, como I
esaE,asi AaM [V, 15]. Ahora bien, como I"es a E, asi © a K; luego también como © es
aK,asi AaM [V, 11]; y, por alternancia, como © es a A, asi K es a M [V, 16]. Pero se
ha demostrado también que como H es a ©, asi M a N,

Asi pues, dado que H, ©, A son tres magnitudes y K, M, N otras iguales a cllas en
nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razdn, y su proporcion es per-
turbada, entonces, por igualdad, si H excede a A, K también excede a N; y si es igual,
es igual; y si menor, menor [V, 21]. Pero H, K son equimiltiplos de A, A, y A,Nde I', Z.
Por tanto, como Aesal,asiAesaZ

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero que, to-
madas de dos en dos, guardan la misma razon, y su proporcion es perturbada, por igual-
dad guardardn también la misma razén. Q. E. D.”*

PROPOSICION 24

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la misma razén gque una rercerda
con una cuarta, y una quinta guarda con la segunda la misma razén que la sexta con la
cuarta, la primera v la quinta, tomadas juntras, guardardn rambién la misma razon con
la segunda que la tercera y la sexta con la cuarta.

Pues guarde una primera (magnitud) AB con una segunda T la misma razén que una
tercera AE con una cuarta Z; y guarde una quinta BH con la segunda, I, la misma razdn
que la sexta, E®, con la cuarta Z.

Digo que, tomadas juntas, la primera y la quinta, AH, guardardn la misma raz6n con
la segunda, I', que la tercera y la sexta, A@, con la cuarta Z.

B E
A - 'H A' t i=]

P e e P

58. Hosaritos.

59. SiMsON (1756), ed. cit,, pdg. 141, presenta una prucba mas sencilla que evita la reiterada mediacion
de las proposiciones V L1, 15, 16, y se sirve de una aplicacion directa de la prop. V 4, Esta version cuenta
con ¢l apoyo de algunos mss., aungue no con la autoridad de una fuente textual como ¢l ms. P. En todo caso,
es justa su observacidon de que el dltimo paso de |a pmehu debe referirse a los equimliltiplu; HK_—_deA A—
y A N—de T, Z—, como a equimiltiplos cualesquiera. El propio Simson generalizard el alcance de esta

moecioreTie. B A st sadtasa s mnra B s e GimarcscBandan T o e TATR. LA
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38 EUCLIDES

Dado que BH es a I" como E® a Z, entonces, por inversion, como I'es a BH, as{ Z
aEB. Puestoque ABesal como AE a Z, y, como I es a BH, asi Z a E®, entonces, por
igualdad, como AB es a BH, asi AE a E@ [V, 22]. Ahora bien, puesto que las magnitu-
des son proporcionales por separacion, tambi€n serdn proporcionales por composicion
[V, 18]; luego, como AH es a HB, asi A® es a @E. Pero,como BHesal’, asi E© aZ,
luego, por igualdad, como AHes aT’, asi AB® es a Z [V, 22].

Por consiguiente, s1 una primera magnitud guarda con una segunda la misma razon
que una tercera con una cuarta, y una quinta guarda con la segunda la misma razén que
una sexta con la cvarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, guardardn también la
misma razén con la segunda que la tercera y la sexta con la cuarta. Q. E. D.

PROPOSICION 25

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la menor (juntas) son mayores
que las dos restantes.

Sean AB, A, E, Z cuatro magnitudes proporcionales, (es decir que) como AB es a
T'A, asi E a Z; v sea la mayor de ellas AB y la menor Z.

Digo que AB, Z son mayores que ['A, E.

Pues hidgase AH igual a E y I'© igual a Z.

H
A B

Er———i

I s

L

Dado que, como AB es aTA, asi Ees a Z, y E es igual a AH, mientras que Z (es
1gual) a I'O, entonces como AB es a I'A, asi AH es a I ©. Ahora bien, ya que el todo AB
es al todo ['A como la (parie) quitada AH es a la (parte) quitada I'®, entonces la (parte)
restante HB serd a la (parte) restante @A como el todo AB es al todo T'A [V, 19]. Pero
AB es mayor que T'A; luego HB también (serd) mayor que ©A.Y dado que AH es igual
aEyTl'®©aZ entonces AH, Z son iguales a I'®, E. Y si, no siendo iguales HB, ©A, y
siendo mayor HB, se afiaden AH, Z a HB y se afiaden 'O, E a ©A, se sigue que AB, Z
son mayores que TA, E.

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor de ellas y la
menor (juntas) son mayores que las dos restantes. Q. E. D.
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LIBRO SEPTIMO

DEFINICIONES

1. Una unidad es aquello en virtud de lo cual cada una de las cosas que hay es llama-
da una.®

2. Un nimero es una pluralidad compuesta de unidades.®

3. Un nimero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuando mide al mayor.

60. Monds estin kath"hén hékaston 1dn dmidn hén légetai.

Janmuico, en su Comentario a la Introdueccidn a la aritmética de Nicdmaco 11, 5, apunia que esta defi-
nicidn de Euclides es la de los auores mds recientes {(hoi nedrersf) y que le faltan las palabras kan svstema-
tikon i waunque sea un colectivor. En este mismo contexto recuerda otras definiciones:

a. «La unidad es una frontera (methdrion) entre nlimero v paries», en opinidn de algunos pitagdricos.

b. Un pitagorico antiguo, TIMARIDAS, la define a su vez como «cantidad limitada» (perainusa posdtes).
Teodn de Esmirna afiade la explicacién de que una umidad es «aquello que, cuando la cantidad disminuye me-
diante sustraccidn continua, se ve privado de todo mimero y toma una posicitén y un resto permanentess, Si,
tras haber llegado a la unidad por esie medio, procediéramos a dividirla en paries, tendriamos de nuevo una
cantidad,

¢. Otros la definen —siempre segin Jamblico— como forma de formas (eiddn eidos) en alencion a gue
comprende virtualmente todas las formas de un nimero, es decir: un ndmeroe poligonal de cualquier ndmero
de lados a partir de tres, un nimero s6lido en todas sus formas. v asi sucesivamente. HEATH no se resisie a
traer a colacién a este propdsito 1a nocidn moderna de nimero como «clase de clasess, ed. cit., IT, pdg. 279.

d. ArISTOTELES la definfa como «lo indivisible en lo que se refiere a la cantidads 1o kara 16 posdn adiai-
reton (Metafisica 1089b35). Se diferencia del punto en que la unidad no tiene posicion (Metafsica 1016b25).
De acuerdo con esta dltima distincién, Aristdteles llama a la unidad «un punto sin posicién» stigmé drhefos
(Metafisica 1084h26),

&. Pordltimo, Jimblico dice que |a escuela de Crisipo define la unidad de una forma confusa (synkechy-
ménds), a saber: como spluralidad unos ( pléthos hén).

La definicitn de Euclides parece dirigida a separar la unidad de la multiplicidad y de la divisibilidad —lo
cual, en cierto modo, supondria una exclusion de las fracciones (cf. PLATON, Repiblica 525e)—. Pero, en
todo caso, su utilidad matemdtica es muy inferior a sus resonancias filoséficas. El propio Platon ya habia re-
parado, con cierta gracia, en esta dimension de la definicidn «modemnas: «Hombres asombrosos, ;jacerca de
qué ntimeros discurris, en los cuales se halla la unidad tal como la considerdis, como igual a cualquier otra
unidad sin diferir en lo mds minimo y sin contener ¢n si misma parte alguna® (Republica VI 526a),

Por lo demds, Tedn de Esmirna atribuye la etimologia de monds «unidad» bien al hecho de permanecer
inalterada cuando s¢ multiplica por si misma cualquier nimero de veces, o bien al hecho de mantenerse ais-
lada (memondsthai) del resto de los ndmeros, Micomaco observa a su vez que mientras cualquier nhmero

s la mitad de la suma de los ndmeros adyacentes y de los nimeros equidistantes, por cada lado, la unidad re-
sultn miis aislada pues no tiene nimeros a ambos lados sino sélo a uno de ellos, amén de limitarse a ser la mi-

tad del siguiente, el 2.

61, Arithmos de 1o ek monddon synkeimenon pléthos,

La definicion de nimere de Euclides no ¢s, una vez mas, sino una de las muchas que conocemos, Nico-
maco combina varias en una al decir que es «una pluralidad definida» { pléthos horisménon) © un «conjunto
de unidades» (mondddn systema), o un «flujo de cantidad compuesto por unidades» (posdidios chyma ek
mondddn synkefmenon). Tedn dice que un nimero es una «coleceidn de unidades», o una progresion (propo-
dismds) de cantidad que parte de una unidad y una regresion (anapodismds) que acaba en una unidad. Segin
Jamblico, la descripeidn como coleceidn de unidades fue aplicada a la cantidad, es decir al mimero, por Ta-
les, que en esto segufa a los egipcios (Rard (& Aigypriakdn aréskon). Mientras que Eudoxo el pitagdrico fue
quien hablé del nimero como «pluralidad definida=,

ARISMH.ES presenta una serie de definiciones que insisten sobre lo mismo: «una pluralidad definidas

et .8 A FRAF_ . _ D F__ ANAR_ATSY_ DR, s RS BIESCRFESIAR, 15 ARSI SRS PUETRGE of CEOR A - —. 12 _ 2 a_ 2.
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40 EUCLIDES

4. Pero partes cuando no lo mide.*

5. Y el mayor es miltiplo del menor cuando es medido por el menor.”

6. Un nimero par es el que se divide en dos partes iguales.

7. Un mimero impar es el que no se divide en dos partes iguales, o difiere de un na-
mero par en una unidad.™

Un niimero parmente par es el medido por un niimero par® segiin un ndmero par.

o

divisibles» (ibid. 1053a30, 1039412, 1085b22); «varios unoss héna pleld (Fisica 17, 200h7); «pluralidad
gue se puede medir por unos (Metafisica 1057a3) v «pluralidad medidas v «pluralidad de medidass siempre
que la medida sea el uno 16 hén (ibid. 1088a5).

Por otra parie, he traducido el iérmino pléthos por «pluralidad» pues asi se distingue tanto de arithmds
aniimeno» como de pesdn «cantidads=. Otros contextos de los libros de aritmética exigirdn, llegado el caso,
una versién diferente.

2. Si por méros «partes en la definicién anterior se entiende una parte alicuota o submiltiplo, con el
plural mére «paries», en esla definicién, Euclides alude a un mimero de partes alienotas o a lo que nosotros
llamarfamos una fraccion propia. De modo que, por ejemplo, el mimero 2 es parte del ndmero 6, pero el ni-
mero 4 no es parte, sino partes de este mismo mimero 6.

63. Esta definicidn viene a formular la relacidn reciproca de la establecida en la def. 3 (supra). Eluso de
estas nociones aritméticas en los Elementos envuelve algunas suposiciones tdcitas sobre la relacion de medir
una cantidad un nimero de veces. Por ejemplo: si x mide a y e y mide a £, v mide a z; si v mide a y y mide a
soxmide a v+ 23 si v mide a vy mide a z, v medird a y =z 0a 2=y (seglin que v >z o ¥y < 7). Pero su limita-
cidn mavor es no ofrecer una conceptualizacidn o una explicacién de la nocion involucrada de medida. Una
reconstruccion axiomdtica moderna de la teoria anitmética de los Elementos puede verse en N, MALMENDIER,
«Eine Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid=, Mathemarische-Physikalische Semesterberichte 22
(1975), 240-254, Puede que ¢l primer ensayo en Ja direccidn de completar el marco de postulados, definicio-
nes y axiomas de la aritmética clasica haya sido la Arithimetica de Jordano de Nemore (5. x11); vid. la reciente
edicitn de H. L. BUSARD, Jordanies de Neiiore. De eleinientis aritlimetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols.

64, NICOMACO, Introduccion a la aritmética 1 7, 2, amplia ¢stas definiciones de par ¢ impar diciendo:
wque ¢ par ¢l que puede ser dividido en dos partes iguales sin que caiga una unidad en ¢l medio, y que es im-
par el que no puede ser dividido en dos partes iguales por la intervencién (mesitefan) de la susodicha uni-
dad», Afiade que esta definicion se deriva de una «concepeién populars (ek 1és démddous hypolépseds). Por
contraste (ib. 7, 3), ofrece la definicion de los pitagdricos: «un ndmero par es el que puede ser dividido me-
diante una ¥ la misma operacidn en (partes) mayoeres ¥ menores, mayores en tamafio (pelikdteri) pero meno-
res en cantidad ( posdten).... mientras que un ndmero impar es ¢l que no puede ser tratado de la misma forma
sino que es dividido en dos partes desiguales-. Segiin Jimblico, esto quiere decir que un nimero par se divi-
de en las panes mayores posibles, es decir en mitades, y en las menores posibles, es decir, en dos, que es el pri-
mer «nimeros o scoleccion de unidades». Nicdmaco recoge luego eira antigua definicién a tenor de la cual
un nimero par es el que puede ser dividido en dos partes iguales y en dos partes desiguales (excepto el pri-
mero de ellos, que es el 2, que sélo puede dividirse en dos partes iguales), pero, se divida como se divida, tie-
ne necesariamente 1as dos partes de la misma clase, o ambas pares, o ambas impares; mientras que un nimero
impar ¢s el que sélo puede dividirse en dos partes desiguales v esas dos partes son siempre de diferente cla-
SE, una par y otra impar_ Por dltimo, cabe mencionar las definiciones de nimero par e imp:.ur que se hacen re-
ferencia mutuamente y, precisamente por ello, se ven tildadas de no cientificas por Aristételes, a saber: «un
nimero impar ¢s ¢l que difiere de un nimero par en una unmidad por ambos lados, y un ndimero par es cl que
difiere de un nimero impar en una unidad por cada lados (¢f. Tdpicos 142b7-10). Sin embargo, el texto de los
Elementos no duda en recoger una nocion del mismo tipo como explicacion altemativa, €n la definicion 7 de
ndmero impar.

65, Laexpresion griega artidkis, que aparece tanto en esia definicién como en la siguiente, quiere decir
«um mimero par de veces», siendo arridkis drtios arithmds sun nimero un-nimero-par-de-veces pars y artid-
kis perissds «un (nimero) un-nimero-par-de-veces impar=, La traduccion literal al castellano haria bastante
complicado el uso de esta formulacidn en las proposiciones. Por ello, siguiendo un precedente como el de E.
Vera, opto por |a versidn «parmente pars y «parmente impars». Aunque no sea un consuelo, cabe recordar que
ya Nicdmaco, entre otros, se habia visto en la tesitura de recurrir a la expresion compuesta artiopéritfos «pa-
rimpars para referirse a este tltimo tipo de nimeros.
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9. Y parmente impar es el medido por un niimero par segiin un nimero impar.
10. Imparmente par es el medido por un nimero impar segin un nimero par].*
11. Un nimero imparmente impar es el medido por un niimero impar segiin un nime-
ro impar.*”’
12. Un mimero primo es el medido por la sola unidad.*
13, Niimeros primos entre sf son los medidos por la sola unidad como medida comiin.®
14. Nimero compuesto es ¢l medido por algtin nlimero.

6. Heiberg considera esta definicion interpolada por alguien que ha confundido la clasificacién de Eu-
clides con otra clasificaciin mis bien pitagarica. Por lo demds, la expresiin perissdkis drtios «un (nimero)
un-nimero-impar-de-veces par» no vuelve a utilizarse mds en los Efemenios. lo cual podria tomarse como
sintoma del caricter enteramenie superfluo de la definicion.

Comunmente, siguiendo el ejemplo de la raduceion latina de Heiberg, se omite esta definicion, de modo
que la definicidn V11 10 podria corresponder, en otras ediciones y traducciones, a la que aqui aparece como
VIiL11.

67. Las definiciones 8-11 desarrollan una clasificacion euclidea que no dejd de ser discutida con posie-
rioridad. Por ejemplo, la definicidn 8 de Euclides de ndmero «parmente par» es diferente de la propuesta por
autores posteriores, como Nicdmaco, Teén o Jdmblico. Una consecuencia del planteamiento euclideo es que
en la proposicidn IX 34 nos encontraremos con que un nimero puede s¢r a la vez «parmente pars ¥ «pamen-
te impars, De acuerdo con la clasificacidn mis precisa que proponen sus criticos, «parmente pars y «par-
mente impare s¢ excluyen mutuamente. El ndmero «parmente pare €5, segin ¢sta otra clasificacion, ¢l que
tiene pares sus mitades, las mitades de sus mitades y asi sucesivamente hasta llegar a la unidad. Jamblico, en
particular, tacha de erronea la definicién de Euclides. No cabe duda, desde luego, de que la definicién de Eu-
clides es tal como aparece en el texto, pues, de otro modo, en IX 32, donde prueba que determinados nidme-
ros son s6lo parmente pares, esa misma precision mdnos «sdlo» estaria de mds. Recordemos asimismo el
caso de la proposicion [X 34 que muestra claramente cudl es el punto de vista de Euvclides.

Por otro lado, las proposiciones IX 33 y 34, también dan motives para excluir la definicion que Heiberg
considera come una interpolacion (vid, la nota anterior). De acuerdo con ella, un nimero parmente impar po-
dria resultar también imparmente par. De modo que si tanto esia presunta definiciéon 10 come la definicion 9
fueran genuinas, las proposiciones IX 33 y IX 34 plantearian serios problemas. Pues en 1X 33 podria darse el
caso de que un nimere no fuera «s6lo= parmente impar; v la prueba de IX 34 no dejarfa de ser equivoea.

68. Micdémaco, Tedn y Jdmblico afiaden a s«nimero primos= prdos arithmds el iérmino asyntheros «no
compuesios, Tedn lo define de manera similar a Euclides como «el medido por ningtin mimero excepio la
unidad», ARISTOTELES dice también que un ndmere primo ne es medido por ningdn ndmere (Analitices Se-
gundos 11 13, 16a36), pues la unidad no es un mimero (Mewfisica 1088a6), sino sdlo el principio del mime-
ro. Para Nicomaco, los ndmeros primos no son una subdivisidn de los ndmeros en general sino sélo de los
impares. Dice que un nimero primo no admite otra parte (i.¢., otro submiiltiplo) que la que tiene su nombre
derivado del del propio ndmero (pardnymon heautdi), por cjemplo «tres» no admite otra parte que «un ter-
ciow, Segln esta teorfa, los ndmeros primios empiezan por el 3, miéntras que para Anstoteles el 2 seria el pri-
mer nlimero prime y el dnico par. El testimonio ansteiélico demuesira que esta divergencia con la docirina
pitagdrica es anterior a Euclides. El mimero 2 cumple las condiciones de la definicion euclides, lo que sirve

a Jimblico de pretexio para criticar a Euclides una vez mds.
A los nimeros primos s¢ aplican cn griego también otros nombres diferentes de prdtos. Jamblico los llama

enthimeirikol; Timandas, euthvgrammikol arectilineoss; y una variante del anterior, granmmikeod, «linealess,
es el utilizado por Tedn de Esmima: ambas tienen en cuenta que s610 pueden ser representados por una linea,

Seguin Nicomaco, €l término pritoi s¢ debe a que solo se puede llegar a ellos juntando unidades v 1a uni-
dad es ¢l principio del nimero,

69, Tedn define los nimeros compuesios entre s de manera similar a Euclides, y pone como ¢jemplo
el 8 v el 6, que tienen al 2 como medida comiin, y el 6 y €l 9, que cuentan con el 3. La clasificacidn euclidea
de mimeros primes ¥ compuesios entre si difiere, sin embargo, de las de Nicémaco y Jdmblico. Este uliimo
considera que todos estos tipos de niimeros son subdivisiones sélo de la clase de los nimeros impares, mien-
tras que los ndmeros pares se dividen, a su vez, en tres tipos: a) parmente pares; b) parimpares; ¢) imparpa-
res. Los dos primeros. a y b, son los casos extremos, v los del tipo ¢ son intermedios entre los otros dos tipos.
Del mismo modo, 1a clase de los niimeros impares se divide en tres tipos, de los que el tercero es intermedio
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15. Nimeros compuestos entre si son los medidos por alglin mimero como medida
comuin.

16. Se dice que un nimero multiplica a un ndmero cuando el multiplicado se afiade (a
si mismo) tantas veces como unidades hay en el otro y resulta un nimero.™

17. Cuando dos niimeros, al multiplicarse entre si, hacen algin (nimero), el resultado se
llama (nimero) plano y sus lados son los nimeros que se han multiplicado entre sf.”!

18. Cuando tres nimeros, al multiplicarse entre si, hacen algin nimero, el resultado es
un (mimero) sélido y sus lados son los niimeros que se han multiplicado entre si.

19. Un nimero cuadrado es el multiplicado por sf mismo o el comprendido por dos ni-
meros iguales.

20. Y un (ndmero) cubo el multiplicado dos veces por si mismo o el comprendido por
tres niimeros iguales.™

21. Unos niimeros son proporcionales cuando el primero es el mismo miltiplo o la
misma parte o las mismas partes del segundo que el tercero del cuarto.™

22. Niimeros planos y sdlidos semejantes son los que tienen los lados proporcionales.

23. Niimero perfecto™ es el que es igual a sus propias partes.™

cion del 2; b) secundarios y no compuestos: cuyos factores deben ser no sdlo impares sino primos, por ejem-
plo 9, 15, 21...; ¢) secundarios y compuestos en s{ mismos pero primos en relacién con otros. También en este
caso los factores deben ser impares v primos. Esta clasificacién es objetable por limitar un (érmino tan am-
plio como «compuesio= a los casos formados por facteres primos.

70. Traduzco syntethéi por wie aiade (a s{ mismo)» para que resulte inteligible en castellano. Se trata de
la definicidén sobradamente conocida de la multiplicacidn como suma abreviada.

71, Los términos plano y sélido aplicados a ndmeros proceden de la adaptacidn de su uso con referen-
cia a figuras geométricas. De acuerdo con esto, un mimero recibe 1a calificacién de lineal cuando es contern-
plado como si constara de una sola dimensién, la longitud. Cuando se le afiade otra dimensi6n, la anchura, re-
sulta un nimero plano, cuya forma mds comin es la que corresponde al rectingulo en Geometrfa. En la
tradicion pitagérica no dejaron de abundar estas y otras muestras de nimeros figurados (e.g. los niimeros
cuadrados, generados por la adicidn de un gndmon impar, o los nimeros oblongos, generados por la adicidn
de un gndmon par). Por otra parte, el griego utiliza el verbo poiéd «hacer» para significar el proceso de la
multiplicacidn v gignomai para el resuliado.

72. Para las definiciones de mimero cuadrado y nimero cubo Euclides emplea las curiosas expresiones
isdkis fsos e isdkis (sos isdkis respectivamente, cuya traduccion literal es la siguiente: «igual nimero de veces
iguals (Def 19) e «igual ndmero de veces igual mimero de veces iguals,

Nicdmaco distingue un caso especial de nimero cuadrado que acaba (en la notacién adoptada) en el mis-
mo digito o numeral que su lado, por ejemplo: 1, 25, 36, cuadrados de 1, 5 y 6 respectivamente. A estos ni-
meras los llama ciclicos (kvkiikof) por analogfa con los efrculos, en geometria, que vuelven al punto dende
han empezado. Por la misma razén a los mimeros cubos que acaban con el mismo digito que sus lados y los
cuadrados de sus lados los llama esféricos.

73. Euclides no se plantea la nocién de proporcidn en los mismos términos que otros autores anteriores
o posteriores que definen la proporcion como «igualdad o semejanza de razoness. Por otra parte, habla nor-
malmente de nimeros «continuamente proporcionaless en el sentido de «proporcionales en orden, o sucesi-
vamenic»,

74. Laley de formacion de los nimeros perfecios, dada por la férmula 2n (2n - 1) cuando 2r — [ es un
nimero primo, se demuestra en 1X 36. Tedn de Esmirna y Nicomaco afiaden otros dos tipos de nimeros: los
asuperperfectoss, fyperielé's o hypertéleios, cuando la suma de sus partes alicuotas (submiiltiplos) es mayor
que el propio mimero, por ejemplo la suma de las partes de [2es 6+ 4 + 3+ 2 + [ = 16, y los =defectivos»,
ellipés, cuando la suma de las partes es menor gque el propio niimero, por ejemplo la suma de las partes de &
esd+240=7

75. Los libros VII-IX cubren lo que podria lamarse «aritmética 1eérica elementals griega. La suerte de
la aritmética no deja de ser un tanto curiosa en Grecia. Por una parte, no tards mucho en verse disociada de la
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PROPOSICION 1

Dados dos niimeros desiguales y restdndose sucesivamente el menor del mayor, si el
que queda no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los niimeros inicia-
les serdn primos entre si.

Pues sean AB, I'A dos nimeros [desiguales] tales que, restdndose sucesivamente
¢l menor del mayor, el gue quede no mida nunca al anterior hasta que quede una
unidad.

«logistica» prictica, i.e. de las técnicas comunes de calculo aplicadas a llevar las cuentas y a traficar con ob-
jetos materiales, a menesteres de cardeter administrativo o mercantil. Al propio Pitigoras se le atribuyé una
primera depuracitn filosdfica o «tedrica» de la aritmética: «Pitdgoras honrd la aritmética més que ningin
etro. Hizo grandes avances en ella, sacdndola de los cdlcules pricticos de los comerciantes y tratando todas
las cosas como mimeross (ARISTOXENO, fr. 23). Esta «liberacidns, al parecer, no impidid 2 los pitagéricos
mantener antiguos hdbitos intuitivos de cédleulo, como el de operar con guijarros o marcas (legidsesthai
pséphois). Pero si pudo contribuir a cierta idealizacién de los mimeros v a la consideracién de una «logisti-
car tedrica, interesada en propiedades y relaciones numeéricas generales. Y, desde luego, contribuyd a elevar
los nimeros y sus relaciones, o «configuracioness, a la dignidad de simbolos inicidticos o claves de com-
prension del universo. Asi, en pitagéricos tan notables como Filolao, la aritmética parece inseparable de la
numerclogin. Una numerclogia que no dejard de tener varia y curiosa fortuna: cobra enjundia metafisica en
el s. Iv a.C. (con Espeusipo y JendGcrates): mucho més tarde, a partir del neopitagorismo del s. u d.C., retorna
a la aritmologfa simbdélica (e.g. en Nicdmaco, Tedn de Esmirna); luego, de la mano de Jdmblico (s. 1v), vie-
ne a desembocar en la teologia. Por otro lado, al margen de los des caminos principales de 1a aritmética grie-
ga (el de la teoria de los mimerns —en parte recogida y en parte normalizada por los Elememtos— y el de la
simbologia numerolégica), irdn quedando otras sugerencias sobre el desarrollo numérico de la razdn y la pro-
porcidn, innovaciones notacionales como la del Arenario de Arquimedes, investigaciones métricas como las
de Herén o primicias «algebraicas» como las de Diofanto.

En realidad, la misma aparicién de estos libros de aritmética en los Elementos de Euclides no deja de ser
un tanto curiosa. Desde un punto de vista sistemdtico, sdlo podria justificarse por relacién a ciertas aplicacio-
nes en ¢l fibro X. En todo caso, algunos desarrollos como los de 1a teorfa del parimpar, o los primos relativos
o la weoria misma de la proporcidn numérica, dan la impresién de que Euclides trabaja con un legado autdno-
mo y autosuficiente. Es clerto que, en la wradicidn, la aritmética y la geometrfa se consideraban de la misma
familia: al decir de Arquitas (segtin PORFIRIO, In Piol, Harm. 1330, 26-331, 8), parecian «hermanas»; tampo-
co conviene olvidar el legado pitagdrico de los mimeros figurados. Pero, por otra parte, los niimeros y las
magnitudes geoméiricas son, segin otra tradicién no menos persistente, entidades dispares. No sélo por mo-
tivos de orden matemdtico (como €l caso de la inconmensurabilidad o la perspectiva de la teoria generaliza-
dade la proporcidn), sino también, quizd, por motivos filosdficos, e.g. la «pureza» mayor de la aritmética con
respecto al mundo sensible, la eategorizacion de lo disereto v lo continuo, la indole misma de los nimeros
como objetos susceptibles de hallazgo o determinacion pero no de conformacién o construccidén —no hay
postulados ni problemas expresos en los libros de aritmética de los Flemenras—. En suma, la pregunta de por
qué aparece aqui el venerable legado de la teoria de los nimeros, puede todavia considerarse abierta.

Otra cuestién afiadida es la curiosa circunstancia de que hoy no dispongamos de unos Elementos de arit-
mética dentro de la tradicién matemitica gniega. Sobre la base de la antigiiedad de buena parte del mate-
rial con que trabaja Euclides, hay quienes insisten en la presunta existencia de unos Elementos pitagdricos
(e.g. B. L. Van WaerpeN, «Die postulate und Kenstruktionen in der frihgriechischen Geomeltries, Archi-
ve for Histary of Exact Sciences 18 (1978), 343-357; L. Zumup, «Pythagoras as a Mathematicians, Histo-
ria Mathematica 16 (1989), 249-268). No hay datos que corroboren la inferencia. Pasando a otros tiempos
muy posteriores —incluso a Euclides—, también se ha sugerido la existencia de unos Elementes de Diofan-
to (J. CHISTIANIDIS, «Aritfmetiké Stoikkeiosis: Un waité perdu de Diophante d" Alexandrie?», Historia Muar-
hematica 18 (1991), 239-246); pero la principal base aducida, un escolio de un bizantino andnimo al Comen-
fario a la Inireduccidn a la aritmética de Nicomace, de Jimblico, no parece demasiado fuerte para sostener
esta conjetura. No obstante, sigue en pie la afirmacion de Proclo de que «muchos autores han escrito tratados
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Digo que AB, I'A son primos entre si, es decir que la sola unidad A
mide a AB, TA. -8
Pues si AB, I'A no son primos entre si, algiin nimero los medi- gk
ri. Midalos (un nimero) y sea E; y I'A, al medir a BZ, deje ZA me-
+H

nor que €l mismo, y AZ, al medir a AH, deje HI" menor que €l mis-
mo, y HT', al medir a Z©, deje una unidad ©A.

Asi pues, como E mide a T'A, vy ['A mide también a BZ, entonces
E mide también a BZ; pero mide también al total BA; por tanto me- H
dird también al resto AZ. Ahora bien, AZ mide a AH; entonces E
mide también a AH; pero mide asf mismo al total AL'; por tanto me-
dird también al resto I'H. Pero I'H mide a Z©; v mide asi mismo al
total ZA; luego medird también a la unidad restante A©, aun siendo un nimero; lo cual
es imposible. Por tanto, ninglin nimero medird a los nimeros AB, TA.

Por consiguiente, AB, I'A son primos entre si [VIL, Def. 13]. Q. E. D.

PROPOSICION 2

Dados dos mimeros no primos entre si, hallar su medida comtin mdxima.

Sean AB, I'A los dos nimeros dados no primos entre si.

Asi pues, hay que hallar la medida comiin maxima de AB, T'A.

Si en efecto I'A mide a AB, y se mide también a s{f mismo, entonces ['A es medida
comiin de I'A, AB. Y estd claro que también es la maxima, pues ninguna mayor que I'A
medird a lA.

Pero si 'A no mide a AB, entonces, restindose sucesivamente el menor de los
(nimeros) AB, I'A del mayor, quedard un nimero que medird al anterior. Pues no
quedara una unidad: porque en otro caso AB, I'A seridn primos en-
tre si [VII, 1], que es precisamente lo que se ha supuesto que no. A

Asi pues, quedar:d un niimero que medird al anterior. Ahora bien, I'A,

al medir a BE, deje EA menor que él mismo, y EA, al medir a AZ, a1 3
deje ZI" menor que €l mismo, y mida I'Z a AE. Asi pues, como I'Z 1z
mide a AE, y AE mide a AZ, entonces I'Z medird también a AZ;

pero se mide también a s{ mismo; entonces medird también al to- H
tal A, Pero I'A mide a BE; luego I'Z mide a BE: y mide también ol

a EA; por tanto medird también al total BA; pero mide también a
T'A; entonces TZ mide a AB, TA. Por tanto, T'Z es medida comiin
de AB, TA.

Digo ahora que también es la maxima. Pues, s1 ['Z no es la medida comiin mixima
de AB, I'A, un nimero que sea mayor que I'Z medird a los nimeros AB, I'A. Midalos
(un nimero) y sea H. Y como H mide a I'A y I'A mide a BE, entonces H mide también
a BE; pero también mide al total BA; entonces medird también al resto AE. Pero AE
medird a AZ; por tanto, H medird a AZ y mide también al total AI'; luego medird tam-
bién al resto I'Z, esto es: el mayor al menor, lo cual es imposible; asi pues, no medird a
los nimeros AB, T'A un niimero que sea mayor que ['Z.

Por consiguiente, ['Z es la medida comin médxima de AB, I'A.

Porisma:
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A partir de esto queda claro que, si un nimero mide a dos nimeros, medird también
a su medida comiin mdxima. Q. E. D.”®

PROPOSICION 3

Dados tres niimeras no primaos entre si, hallar su medida comiin mdxima.

Sean A, B, I' los tres niimeros dados no primos entre si. Asi pues, hay que hallar la
medida comin médxima de A, B, I

Tomese pues la medida comin maxima, A, de los dos
(mimeros) A, B [VII, 2]; entonces A o mide o no mide a I'. A
En primer lugar midalo; pero mide también a A, B; entonces Bl - £ |z
Amide a A, B, I'. Luego A es una medida comin de A, B, I. [ ""I [ l

Digo ahora que también es la mdxima. Pues s1 Anoes la
medida comidn méxima de A, B, T, un niimero que sea mayor que A medird a los nime-
ros A, B, T'. Midalos y sea E. Asi pues, como E mide a A, B, T, entonces medird también
a A, B, luego medird también a la medida comiin médxima de A, B [VIL 2, Por.]. Pero la
medida comin mdxima de AB es A; entonces E mide a A, el mayor al menor; lo cual es
imposible. Por tanto no medird a los mimeros A, B, I" un niimero que sea mayor que A;
entonces A es la medida comin méxima de A, B, I

AhoranomidaAarl,

Digo, en primer lugar, que I', A no son primos entre si. Pues, como A, B, I" no son
primos entre sf, algiin nimero los medird. Entonces el que midaa A, B, I', medird tam-
bién a A, B: y medird también a A la medida comiin médxima de A, B [VIL, 2, Por.]: pero
mide también a I'; entonces un nimero medird a A, I luego A, I' no son primos entre
si. Tomese, pues, su medida comin maxima, E [VII, 2]. Y como E mide a A, mientras
que A mide a A, B, entonces E también mide a A, B; pero mide también a T'; luego E
mide a A, B, I'; por tanto, E es una medida comiin de A, B, I'.

Digo ahora que también es la maxima. Pues, si E no es la medida comin maxima de
A, B, I, un niimero que sea mayor que E medird a los ndmeros A, B, I'. Midalos y sea Z.
Ahora bien, como Z mide a A, B, I, también mide a A, B; entonces también medird a
la medida comiin midxima de A, B [VII, 2, Por.]. Pero A es la medida comin médxima de
A, B; entonces Z mide a A; y mide también a I'; luego Z mide a A, I'; por tanto medird
también a la medida comin maxima de A, I' [VII, 2, Por.]. Pero E es la medida comun

76. Si la proposicidn anterior puede considerarse como un «test= de la propiedad de ser primos relat-
vos, ahora Euelides ofrece un método no menos eficaz para hallar la medida comiin meixima de dos nimeros
por el mismo método de sustraceidn reciproca sucesiva (anthyphairein). Puede que este método proceda de
la determinacidn de razones entre dos seeciones del monocordio —eomo sugiere A. Szabd—. Desde lue-
go, la nocién de anthyphairesis parece relacionada con un concepto de razon numérica anterior a Euclides.
(En X 2, 3, ofrecerd una nueva aplicacién en un marco méas general.) Por otro lado, la versién modernizada
de este procedimicnto en términos no ya de sustraccién sino de divisién, y de su resultado como obtencidn del
amiximo comin divisors, puede prestarse a equivocos, e.g. al aproximar la aritmética euclidea a la modema
aritmética de fracciones. Mayor confusién serfa una mezela de todo ello tan curiosa comao la acepeion del uso
cematemiticos de anthyphairée (referido o X 2, 3) en los términos: «sustracr alternativamente dos magnitu-
des para hallar ¢l maximo denominador comin» —en el Diccronaro Griego-Espaiod 11, Madrd, C.S.1LC.,
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médxima de A, T'; entonces Z mide a E, el mayor al menor, lo cual es imposible; por tan-
to, no medird a los nimeros A, B, T un niimero que sea mayor que E.
Por consiguiente, E es la medida comiin maxima de A, B, I". Q. E. D.”

PROPOSICION 4

Todo niimero es parte o partes de todo niimero, el menor del mayor.
Sean dos nimeros A, BI', y sea el menor BT o |
Digo que BI es parte o partes de A.
Pues A, BI' o son primos entre si 0 no lo son. Al E7
En primer lugar sean primos entre si. Entonces, si se divide BI™ en

las unidades que hay en él, cada unidad de las que hayen BT serd al- Z1

guna parte de A; de modo que BI' es partes de A. IA
Ahora no sean A, BI' primos entre si: entonces Bl o mide a A o no i rl

(lo mide). Si en efecto B[ mide a A, BI'" es parte de A. Pero, si no, t6-

mese la medida comin mdxima, A, de A, BT [VII, 2] y dividase BI" en los (nimeros)

BE, EI', ZI'" iguales a A. Ahora bien, como A mide a A, A es parte de A; pero A es igual

a cada uno de los (nimeros) BE, EZ, ZI'; luego cada uno de los (ndimeros) BE, EZ, ZI'

es también parte de A. De modo que BT es parte de A.

Por consiguiente, todo nimero es parte o partes de todo nimero, el menor del ma-
yor. Q. E. D.”®

PROPOSICION 5

Si un numero es parte de un niimero, y otro €5 la misma parte de otro, la suma serd
también la misma parte de la suma gue el uno del otro.

Pues sea el nimero A parte del nimero BT, y otro (nimero) A la misma parte de
otro (nimero) EZ que A de BI".

Digo que la suma de A, A es la misma parte de la suma de BI', EZ que A de BT".

77. Herén sefiala que este método nos permite hallar la medida comidn méxima de tantos ndmeros como
queramos ¥ no solo de tres, porque cualquier nimero que mida a dos mimeros medird también a su medi-
da comin maxima, Asi que se trata de ir hallando sucesivamente la medida comiin méxima de pares de ni-
meros, hasia que gqueden sdlo dos mimeres de los que se hallard la medida comin mixima. Euclides asume
tacitamente esta extension en VII 33 donde s¢ toma la medida comiin méixima de tantos nimeros como se
quiera,

Estas proposicioncs iniciales 1-3 del libro VIT presentan ¢l llamado «algoritmo» euclideo para la deter-
minacitn de mimeros primos y la obtencidn de la medida coniin méixima entre dos 0 mds mimeros no primos
entre si. Esa denominacion no es inadecuada en la media en que, ciertamente, representan un procedimiento
de cileulo efectivo, i.e. una rutina metddica capaz de conducimos en una serie finita de pasos a un resultado
preciso.

78. En términos modernos s¢ podria resumir Como sigue:

Dados dos mimeros A y B, en primer lugar se halla su maximo comiin divisor, C, §i C ez contenido x ve-

cesen A ey veces en B, x ¢ v precisardn la razén de A a B, De esta forma, la razén de /0 a 15, por ¢jemplo,
serd 2/3.
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Pues como la parte que es A de BT, la misma parte es A de EZ, B
entonces, cuantos niimeros hay en BI” iguales a A, tantos nimeros 8
hay en EZ iguales a A. Dividase BI" en BH, HI iguales a A, y EZ H
en EO, OZ iguales a A. Entonces la cantidad de los (ndmeros) BH, ‘ la e
HI serd igual a 1a cantidad de los (niimeros) E©, ©Z.Y como BH . -
esigual a A y E©@esigual a A, entonces BH, E@ son igualesa A, A,

Por lo mismo, HI', ©Z son también iguales a A, A. Por tanto, cuantos nimeros hay en
BT iguales a A, tantos hay en BI', EZ iguales a A, A. Luego, cuantas veces BI" es mal-
tiplo de A, tantas veces lo es también la suma de BT, EZ de la suma de A, A.

Por consiguiente, la parte que A es de BT, la misma parte es también la suma de A,

A de la suma de BI', EZ. Q.E. D.”

PROPOSICION 6

Si un niimero es partes de un nimero y otro (mitmero) es las mismas partes de otro (nui-
mero), la suma serd también las mismas partes de la suma que el uno del oiro.
Pues sea el nimero AB partes del nimero T, y otro (niimero) AE las mismas partes
de otro (numero), Z, que AB de I
Digo que la suma de AB, DE es también las mismas partes de la
suma I', Z que AB de T'. X -4
Pues como las partes que AB es de I', las mismas partes es tam- H [ o
bién AE de Z, entonces, cuantas partes de [ hay en AB, tantas par- i
tes de Z hay también en AE. Dividase AB en las partes AH, HB de
I', v AE en las partes A@, BE de Z; entonces la cantidad de los (nimeros) AH, HB sera
igual a la cantidad de los (nimeros) A@, OF. Y como la parte que AH es de T, la mis-
ma parte es también A® de Z, entonces la parte que es AH de I', la misma parte es tam-
bién la suma de AH, AG de la suma de I', Z [VII 5]. Por lo mismo, la parte que es HB
de I, la misma parte es también la suma de HB, ©E de lasuma de I, Z.

Por consiguiente, las partes que es AB de I, las mismas partes es también la suma
de AB, AEde lasumadeT',Z. Q. E. D%

PROPOSICION 7

Si un nimero es la misma parte de un mimero que un (nimero) restado de (un niimero)
restado, el resto serd la misma parte del resto gue el total del rotal.

Pues sea el mimero AB la misma parte del nimero I'A que el mimero (restado) AE
del (nimero) restado I'Z.

79. En términos modernos se podria resumir;

Dados cuatro nameros A, B, C, D.

SiA=(lin)By C=(l/m)D,entonces A + C = (/) (B + D)

Esta proposiciin puede relacionarse con V' 1, donde las demostraciones son bastante similares, pero en
¥ 1, se habla de «multiplo», mientras que en VII 3, se trata de «parte» o submultiplo.



80. SiA =({mMh) B, C=(mMm)D, entonces: A + C=({mn) (B + D).
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Digo que el resto, EB, es también la misma parte del resto, ZA, que el total AB del
total TA.

Pues la parte que AE es de I'Z, la misma parte sea también EB de 'H. Y como la par-
te que AE es de I'Z, la misma parte es también EB de T'H, entonces la parte que AE es de
I'Z, la misma parte es también AB de HZ [VII, 5]. Pero la parte que AE es de I'Z, la mis-
ma parte se ha supuesto que es AB de I'A; entonces la parte que es AB de HZ, es también
la misma parte de T'A, luego HZ es igual a I'A. Quitese de ambos I'Z; entonces el resto
HZ es igual al resto ZA. Y como la parte que AE es de I'Z, la misma parte es también EB
de HI', y HI" es igual a ZA, entonces la parte que AE es de I'Z, la misma parte es EB de
ZA. Ahora bien, la parte que AE es de I'Z, la misma parte es también AB de I'A.

Por consiguiente, el resto EB es la misma parte del resto ZA que el total, AB, del to-

tal, TA. Q. E. D.®

PROPOSICION §

Si un niimero es las mismas partes de un mimero que un (nimero) restado de un (nii-
mere) restado, el resto serd las mismas partes del resto que el total del total.

Pues sea el nimero AB las mismas partes del ndmero I'A que el (ndimero) restado
AE del (ndmero) restado I'Z.

Digo que ¢l resto, EB, es también la misma parte del resto T 2=
ZA que el total AB del total TA. H MK NB

Higase H® igual a AB. Entonces las partes que HO es de SRS
A, las mismas partes es también AE de I'Z. Dividase HOen +—4 % 0
las partes HK, KO de I'A vy AE cn las partes AA, AE de I'Z;
entonces la cantidad de los nimeros HK, KO serd igual a la cantidad de los (niimeros)
AAM, AE. Y como la parte que HK es de T'A, la misma parte es también AAde TZ, y TA
es mayor que I'Z, entonces HK es también mayor que AA. Higase HM igual a AA. En-
tonces la parte que HK es de T'A, la misma parte es también HM de I'Z; por tanto, el
resto MK es |a misma parte del resto ZA que el total HK del total T'A [V, 7].

Como la parte que KO es de I'A, la misma parte es, a su vez, EAde I'Z, y A es
mayor que I'Z, entonces OK es mayor que EA. Higase KN igual a EA. Entonces la
parte que KO es de I'A, la misma parte ¢s KN de I'Z. Por tanto, el resto NO es la mis-
ma parte del resto ZA que el total K@ del total T'A [VII, 7]. Pero se ha demostrado que
el resto MK es la misma parte del resto ZA que el total HK del total I'A; asi pues, la
suma de MK, NO es también las mismas partes de AZ que ¢l total ©H del total I'A.
Pero la suma de MK, N© es igual a EB, y ©H a BA.

Por consiguiente, el resto EB es las mismas partes del resto ZA que el total AB del
total TA. Q E. D.

Rl SiAd=(MmbB-C =il 1 erntanec A = = Iml iR = 1
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PROPOSICION 9

Si un niimero es parte de un mimero y otro (mimero) es la misma parte de ofro, tam-
bién, por alternancia, la parte o partes que el primero es del tercero, la misma parte o
partes serd el segundo del cuarto.

Pues sea el nimero A parte del nimero BT, y otro (ndmero) A la
misma parte de otro EZ que A de BI. B

Digo que también, por alternancia, la parte o partes que A es de
A la nﬁsm_a parte o partes es también BI™ de EZ. le

Pues como A es parte de BI' y A es la misma parte de EZ, enton- H
ces, cuantos nimeros iguales a A hay en BT, tantos hay también en A
EZ iguales a A. Dividase BT en los (nimeros) BH, HT iguales a A, i
y EZ en los (nimeros) E@, ©Z iguales a A; entonces, la cantidad de los Lr iz
(nimeros) BH, HI serd igual a la cantidad de los (ndmeros) E©, ©Z.

Ahora bien, puesto que los nimeros BH, HT son iguales entre sf, y los nimeros E©,
©Z son también iguales entre si, mientras que la cantidad de los (niimeros) BH, HI es
igual a la cantidad de los (nimeros) E@, ©Z, entonces la parte o partes que BH es de
E©, la misma parte o las mismas partes es también HI" de ©Z; de modo que también la
parte o partes que BH es de EO, la misma parte o las mismas partes es la suma de am-
bos, BT, de la suma de ambos, EZ. Pero BH es igual a A yE@ a A.

Por consiguiente, la parte o partes que A es de A, la misma parte o las mismas par-
teses B de EZ. Q. E. D.¥

PROPOSICION 10

Si un nimero es partes de un ntimero y otro (ntimero) es las mismas partes de otro, tam-
bién, por alternancia, las partes o parte que el primero es del tercero, las mismas par-
tes o la misma parte serd también el segundo del cuarto.

Pues sea el nimero AB partes del nlimero I', y otro (nimero) AE
las mismas partes de otro Z.

Digo que también, por alternancia, las partes o parte que AB es

de AE, las mismas partes o la misma parte es también I" de Z. I*
Pues como las partes que AB es de I, las mismas partes es AE . 5 z

de 7, entonces, cuantas partes de I" hay en AB, tantas partes (habra) .

también en AE de Z. Dividase AB en las partes de I, a saber: AH, Te

HB, y AE en las partes de Z, a saber: A@®, OF; entonces la cantidad ] H
de los (nameros) AH, HB serd igual a la cantidad de los (numeros)
A®, OE. Ahora bien, puesto que la parte que AHesde I, lamisma 1 1 Ig |
parte es también A® de Z, también, por alternancia, la parte o partes

que AH es de A©, la misma parte o las mismas partes es también I" de Z [VII, 9]. Por lo
mismo entonces, la parte o partes que HB es de ©E, la misma parte o las mismas par-
tes es también I' de Z; de modo que asimismo [la parte o partes que AH es de A@, la




82. SiA=VB,C=(1MmD,A=(mMm)C, entonces: B = (mi) D,
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misma parte o las mismas partes es también HB de OE; por tanto la parte o partes que
AH es de A®, la misma parte o las mismas partes es también AB de AE; pero se ha de-
mostrado que la parte o partes que AH es de A®, la misma parte o las mismas partes es
I' de Z, y entonces) las partes o parte que es AB de AE, las mismas partes o parte es
también I de Z [VIL, 5, 6]. Q. E. D.¥°

PROPOSICION 11

Si como un todo es a un todo, asf es un niimero restade a un (niimero) restado, también
el resto serd al resto como el todo al todo.

Como el todo AB es al todo I'A, sea asi el (nimero) restado AE al (nimero) res-
tado I'Z.

Digo que también el resto EB es al resto ZA como el todo AB es al todo TA.

Puesto que, como AB es a I'A, as{ AE a I'Z, entonces la parte o partes que AB es de
I'A, la misma parte o las mismas partes es AE de I"Z [VII, Def. 21]. Luego el resto EB
es la misma parte o partes de ZA que AB de I'A [VII, 7, 8].

A E B

r Z a

Por consiguiente, como EB es a ZA, asi AB a 'A [VII, Def. 21]. Q. E. D.™

PROPOSICION 12

Si unos niimeros, tantos como se quiera, fueren proporcionales,
como uno de los anfecedentes es a uno de los consecuentes, ast
todos los antecedentes serdn a todos los consecuentes. -

Sean A, B, I', A tantos niimeros como se quiera en proporcion, &
(esdecirque)comoAesaB,asi[esa A

Digoquecomo AesaB,asiA, ["a B, A

Pues, dado que, como A es a B, asi I a A, entonces, la parte o
partes que A es de B, la misma parte o partes es también T de A

83. Heiberg, sobre la base del ms. P, concluye que el texto entre corchetes es una interpolacidn atribui-
ble a Tedn por figurar en el margen en este importante Manuscrito y aparecer escrito por una mano p-:.sb:rinr,

84. Euclides asume en las proposiciones 11-13 que el primer mimero es menor que el segundo o que ¢l
scgundo y el tercero. Las figuras de estas proposiciones son inconsistentes con ¢sta suposicion. 5i los hechos
concuerdan con las figuras hay que tener en cuenta ofras posibilidades que se encuentran en la definicién 21
de este libro. a saber: que el primer nimero puede ser también un miiltiple mis una parte o partes de cada mi-
mero con ¢l que se compara. Asi pues, habria que tomar en consideracion diferentes casos,

Por lo demds, esta proposicién se comesponde con V' 19, que se aplica a magnitudes. El enunciado es
pricticamente el mismo cambiando mégethos «magnitud» por arithmds animeros. La prueba es una combi-

nacion de VI, Def. 21, ¥ los resultados de V11 7-8, v el lenguaje de las proporciones se adapia al de los mi-
moarnc 'F"ﬂ."l"lﬂﬂﬂ-l! Hﬂ.ﬂ.fl;l'hﬂlll .tﬂ Hnﬂn:.n;.r'\ﬂ. .TI I‘El ]:R‘H"\. 'IJI'
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[VII, Def. 21]. Luego la suma de ambos A. I" es la misma parte o las mismas partes de
la suma de ambos B, A que A de B [VIL, 5, 6].
Por consiguiente, como A es a B, asi A, " a B, A [VII, Def. 21]. Q. E. D.®

PROPOSICION 13

Si cuatro mimeros son proporcionales, también por alternancia serdn
proporcionales.

Sean A, B, T, A cuatro nimeros proporcionales (es decir, que)
comoAesaB,asil aA.

Digo que también por alternancia, serdn proporcicnales (es decir,
que)comoAesal,asiBaA.

Puesto que, como A es a B, asf I' a A, entonces la parte o partes A
que A es de B, la misma parte o las mismas partes es también I" de A r
[VII, Def. 21]. Luego, por alternancia, la parte o partes que Aesde T,
la misma parte o las mismas partes es también B de A [VII, 10].

Por consiguiente, como A esa I, asi B a A [VII, Def. 21]. Q. E. D.*

PROPOSICION 14

Si hay unos niimeros, tantos como se guiera, ¥ otros iguales a ellos en cantidad que, 1o-
mados de dos en dos, guardan la misma razén, también, por igualdad, guardardn la
misma razon.

Sean A, B, " tantos NmMeros como se I]lliﬂl‘ﬂ Y A, E, £ otros iguales a ellos en can-
tidad que, tomados de dos en dos, guardan la misma razén, (es decir que) como A es a
B,asiAaE ycomoBesal,asiEaZ.

A o A
_— 5
B E
P
r z

Digo que también, por igualdad, como Aesal,asi AaZ,

Puesto que, como A es a B, asi A a E, entonces, por alternancia, como A es a A, asi
B aE [VII, 13]. Asi mismo, dado que como B es a I', asi E a Z, entonces, por alternan-
cia, como Besa E, asi I'a Z [VII, 13]. Pero, como B ¢es a E, asi A a A; por tanto, como

85. Esta proposicién se corresponde con V' 12, y, como en el caso de la anterior, el enunciado es pricti-
camente ¢l mismo sustitiyendo smagnitid» por entimeros. La pricba combina, a su vez, la definicion VI
21, y los resultados de VI1 5-6, que se declaran verdaderos para cualquier cantidad de nimeros y no sélo para
dos como en los enunciados de VII 5-6.

86, Sia: ko d entonces, por allemancia: a ;e bid



La proposicitn se corresponde con V 16, v la prueba conecta VII, Def. 21, con el resultado de V11 10.
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A es a A, asf también [ a Z; luego, por alternancia, como A esa [, asi Aa Z [VII, 13].
Q.EDY

PROPOSICION 15

Si una unidad mide a un niimero cualquiera, y un segundo nimero mide el mismo nii-
mero de veces a otro mimero cualgquiera, por alternancia, la unidad medird también al
tercer nimero el mismo nimero de veces que el segundo al cuarto.

Pues mida la unidad A a un nimero cualquiera BI', y mida un segundo nimero, A,
a otro namero cualquiera EZ el mismo nimero de veces.

Digo que, por alternancia, la unidad A mide también al mimero A el mismo nimero
de veces que BI'a EZ.

A B H ] r
TH
E K A z

Pues como la unidad A mide al nimero BI™ el mismo niimero de veces que A a EZ,
entonces, cuantas unidades hay en BT, tantos niimeros hay en EZ iguales a A. Dividase
BT en sus unidades BH, H®, @T", y EZ en los (niimeros) EK, KA, AZ iguales a A. En-
tonces la cantidad de las (unidades) BH, HO, ©T serd igual a la cantidad de los (mime-
ros) EK, KA, AZ.

Ahora bien, puesto que las unidades BH, H8, ©1" son iguales entre si, y los mime-
ros EK, KA, AZ son también iguales entre si, mientras que la cantidad de las unidades
BH, HO, Or, es igual a la cantidad de los mimeros EK, KA, AZ, entonces, como la
unidad BH es al mimero EK, asi la unidad HO serd al nimero KA v la unidad ©I al
nimero AZ. Asi pues, como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi
serdn todos los antecedentes a todos los consecuentes [VII, 12]: por tanto, como la
unidad BH es al nimero EK., asi BI' es a EZ. Pero la unidad BH es igual a la unidad A,
y el mimero EK es igual al mimero A. Luego, como la unidad A es al nimero A, asi BI'
es a EZ.

Por consiguiente, la unidad A mide al nimero A el mismo mimero de veces que Br
aEZ.Q.E. D™

87. Sia:b:d:ieybic: e: fentonces, porigualdad: a e d S

Y lo mismo es verdad sin que importe cudntos sean los sucesivos ndmeros relacionados. Este método no
puede usarse para la proposicidn correspondiente de magniiudes (V 22); porgue sélo probaria V 22 para seis
magnitudes homogéneas, y las magnitudes de V 22 no estin sujetas a dicha limitacidn.

HH pl:l_rl I'Il'ﬂl'lmil"il';l'l rll1.|"'f.l" r'l"ll'll;.il'l—r!lm‘ nmn macm I'i!:l‘l";f"lll!ll' I'Il'l 'U'll ﬂ
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PROPOSICION 16

Si dos niimeros, al multiplicarse entre si, hacen ciertos (nimeros), los (mimeros) resul-
tantes serdn iguales entre si."

Sean A, B los dos ndmeros, y A, al multiplicar a B, T
haga el (mimero) I, y B, al multiplicar a A, haga el
(niimero) A. : o

Digo que I' es igual a A. r

Dado que A, al multiplicar a B ha hecho el (ndme-
ro) I, entonces B mide a I' segiin las unidades de A.
Pero la unidad E mide también al nimero A segin sus ~ ———E
unidades; entonces la unidad E mide al nimero A el
mismo nimero de veces que B a I'. Entonces, por alternancia, la umidad E mide al ni-
mero B el mismo nidmero de veces que A a I" [VII, 15]. Puesto que B, al multiplicar a
A, ha hecho a su vez el (nimero) A, entonces A mide a A segtin las unidades de B. Pero
la unidad E mide también a B segiin sus unidades; entonces la unidad E mide al niime-
ro B el mismo niimero de veces que A a A. Pero la unidad E media al nimero B el mis-
mo nimero de veces que A a I'; por tanto, A mide el mismo nimero de veces a cada
uno de los (numeros) T, A.

Por consiguiente, ['es 1igual a A. Q. E. D.

PROPOSICION 17

St un niimero, al multiplicar a dos niimeros, hace ciertos (niimeros), los (niimeros) re-
sultamtes guardardn la misma razon que los multiplicados.
Pues haga ¢l nimero A, al multiplicar a los nimeros B, I, los (nimeros) A, E.
DigoquecomoBesaTl, asi AaE.

—i A e
H—_—— E
4
_z

Pues dado que A, al multiplicar a B, ha hecho el (mimero) A, entonces B mide a A
segun las unidades de A. Pero la unidad Z también mide al nimero A segiin sus unida-

des; entonces la unidad Z mide a A el mismo nimero de veces que B a A. Por tanto,
como la unidad £ es al nimero A, asi B es a A [VII, Def. 21]. Por lo mismo, como la
unidad Z es al mimero A, asi también I" a E; luego, como Besa A, asi ' esa E.

Por consiguiente, por alternancia, como Bes a T, as{ A a E [VII, 13]. Q. E. D.

89. Hoi gendmenoi ex autdn «los nimeros resultantes a partir de ellos». Esta expresion es la utilizada nor-
malmente para el resultado de multiplicaciones. En este caso las palabras ex aurdn resultan ambiguas, se refie-
ren a los mimeros inicialmente dados. Creo que suprimirlas es la mejor manera de deshacer la ambigliedad.



Por otra parte, la proposicion prueba que el orden de Factores no aliera el producto.
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PROPOSICION 18

Si dos mimeros, al multiplicar a un nimero cualguiera, hacen ciertos (nimeros), los
resultantes guardardn la misma razon que los multiplicados.

Pues hagan los dos nimeros A, B, al multiplicar a un ndmero cualquiera, T, los (nd-
meros) A, E.

Digo, que,comoAesaB,asiAaE.

— e i
A r A

-

B E

Pues, dado que A, al multiplicar a T, ha hecho el (niimero) A, entonces I, al multi-
plicar a A, también ha hecho el niimero A [VII, 16]. Por lo mismo, también I', al multi-
plicar a B, ha hecho el niimero E. Entonces el nimero I, al multiplicar a los dos nime-

ros A, B, ha hecho los (nimeros) A, E.
Por consiguiente, como A es a B, asi Aa E [VII, 17]. Q. E. D.

PROPOSICION 19

St cuatro niimeros son proporcionales, el producte™ del primero y el cuarto serd igual
al del segundo v el tercero; v si el producto del primero y el cuarto es igual al pro-
ducto del segundo y el tercero, los cuatro niimeros serdn proporcionales.

Sean A, B, I', A cuatro mimeros proporcionales (tales que) como A esaB, asiT aA;
y A, al multiplicar a A, haga el (nimero) E, y B, al multiplicar a I, haga el (nimero) Z.

Digo que Eesiguala Z.

Pues A, al multiplicar a I, haga el (nimero) H. .

Asi pues, dado que A, al multiplicar a I', ha hecho al’
el (mimero) H, y, al multiplicar a A, ha hecho el (na-
mera) E, entonces, el mimero A, al multiplicar a los El z
dos nimeros I, A, ha hecho los (mimeros) H, E. Luego,
comolesaA asiHesaE|VIL 17). Perocomo [ esa
A, asi A es a B; entonces, como A es a B, asi también H La
es a E. Puesto que A, al multiplicar a I', ha hecho a su - e
vez el (nimero) H, mientras que B, al multiplicar a T,
ha hecho el (mimero) Z; entonces, los dos nimeros A,

B, al multiplicar a cierto ndmero, I", han hecho los (ni-
meros) H, Z.

Por tanto, como A esa B, asi Ha Z [VII, 18]. Pero,comoAesaB,asi HaE; en-
tonces, como H es a E, asi también H a Z. Por tanto, H guarda la misma razén con cada
uno de los (nimeros) E, Z. Luego E es igual a Z [V, Y].

Sea E ahora igual a Z.

Digo que, comoAesa B, asil aA.

90. A partir de aquf traduzco por «producton la expresidn griega utilizada comunmente para el resulta-
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Pues, siguiendo la misma construccion, dado que E es igual a Z, entonces, como H
esaE asiHaZ[V,7). PerocomoHes aE, asi I a A [VIL, 17], mientras que, como H es
aZ,asi AaB [VII, 18].

Por consiguiente, como A es a B, asf también "a A. Q. E. D.*

PROPOSICION 20

Los niimeros menores de aquellos que guardan la misma razon que ellos miden a los
que guardan la misma razon el mismo mimero de veces, el mayor al mayor y el menor
al menor.

Pues scan I'A, EZ los nimeros menores de aquellos que guardan la misma razén
que A, B.

Digo que I'A mide a A el mismo nimero de veces que EZ a B.

Porgue I'A no es partes de A, pues, si fuera posible, sea asf; en-
tonces EZ es las mismas partes de B que I'A de A [VII, 13 y Def.
21]. Luego, cuantas partes hay en I'A de A, tantas partes hay en EZ
de B. Dividase I'A en las partes ITH, HA de A, y EZ en las partes E, o =
©Z de B; entonces la cantidad de los (nimeros) I'H, HA serd igual
a la cantidad de los (mimeros) E©, ©Z. Ahora bien, puesto que los a
nimeros I'H, HA son iguales entre si y los nimeros ES, ©O7Z son
también iguales entre si, mientras que la cantidad de los (ndmeros)
I'H, HA es igual a la cantidad de los (nimeros) E®, @Z, entonces,
como ['H es a EO, asi HA a ©Z. Por tanto, como uno de los antecedentes es a uno de
los consecuentes, asf todos los antecedentes serdn a todos los consecuentes [VII, 12]. Lue-
go, como I'H es a E®, asi A a EZ; por tanto, 'H, E© guardan la misma razén que I'A, EZ,
siendo menores que ellos; lo cual es imposible: porque se ha supuesto que I'A, EZ son los
menores de los que guardan la misma razon que ellos. Luego T'A no es partes de A; enton-
ces es parte (de A) [VIL, 4]. Y EZ es la misma parte de B que 'A de A [VII, 13 y Def 21].

Por consiguiente, I'A mide a A el mismo ndmero de veces que EZ a B. Q. E. D.*

PROPOSICION 21

Los nrimeros pr:'mﬂ.i entre s son los menores de aque.’fos que guc.'m!a'ﬂ da misma razdn
que ellos.
Sean A, B niimeros primos entre si.

91. Heiberg relega al apéndice una proposicidén que aparece €n los mss. 'V, p, ¢n el sentido de que, si tres
ndmeros son proporcionales, el producto de los extremos es igual al cuadrado del medio, v viceversa. No
aparece en la primera mano de F; B la tiene en el margen ¥ Campano la omite. Al-Nayriz cita la proposicion
sobre tres nimeros proporcionales como una observacion a VII 19 debida probablemente a Herdm,

92. Aquf Heiberg omite una proposicion que sin duda es una interpolacidn de Tedn (B, V, p la tienen
como VII 22, pero P la presenta en el margen y en la Glttima mano; Campano la omite también). Prueba, para
nilimeros, la proporeidn perturbada:
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Digo que A, B son los menores de aquellos que guardan la misma
razén que ellos.
Pues, si no, habri algunos nimeros menores que A, B que guarden
la misma razon que A, B, Sean I, A. A
Asf pues, como los nimeros menores de los que guardan la misma
razén miden a los que guardan la misma razoén el mismo nimero de ve-
ces, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir, el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20], entonces I' mide
a A el mismo mimero de veces que A a B. A I
Pues cuantas veces I mide a A, tantas unidades habrien E. Portan- T E
to, A mide a B segiin las unidades de E. Pero, puesto que " mide a A se-
giin las unidades de E, entonces E mide a A segin las unidades de T’
[VII, 16]. Luego, por lo mismo, E mide también a B segiin las unidades
de A [VII, 16]. Entonces E mide a A, B que son primos entre si. Lo cual es imposible
[WII, Def. 13]. Luego no habri algunos ndimeros menores que A, B que guarden la mis-
ma razén con A, B.

Por consiguiente, A, B son los menores de aquellos que guardan la misma razon
que ellos. Q. E. D.

PROPOSICION 22

Los niimeros menores de aquellos que guardan la misma razdn que ellos son primos
entre si.

Sean A, B los niimeros menores de aquellos que guardan la misma razén que ellos.

Digo que A, B son primos entre si.

Pues, si no son primos entre si, alglin mimero los medird. A
Midalos (un nmimero) v sea I'. Y, cuantas veces mide I a A,
tantas unidades haya en A, y, cuantas veces [ mide a B, tantas
unidades haya en E. Pl

Puesto que I’ mide a A segiin las unidades de A, entonces
I', al multiphicar a A, ha hecho el (nimero) A [VII, Def. 16].
Por lo mismo, también I', al multiplicar a E, ha hecho ¢l (nd- E—
mero) B. Asi pues, el nimero I', al multiplicar a los dos
nimeros A, E ha hecho los (mimeros) A, B; por tanto, como Aes aE, asi A a B [VII,
| 7]; entonces A, E guardan la misma razén que A, B, siendo menores que ellos, lo cual
es imposible. Luego ningin nimero medira a los nameros A, B.

Por consiguiente, A, B son primos entre sf. Q. E. D.#

93. Berro Levi, Levendo a Euclides, Rosario, 1947, pig. 208, dice que los enunciados de 20, 21 y 22,
suponen implicitamente por lo menos uno de los siguientes hechos: existe un par de nimeres minimos entre
los que gandan una misma razén; existe un par de mimeros primos entre si entre los pares que guardan la
misma razén. Pues, aungue s¢ admite como evidente la existencia de un minime en todo sistema de enteros,

men me avidante Do svictamein die jem oae sidd Frae
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PROPOSICION 23

St dos niimeros son primos entre si, el nimero gue mide a uno de ellos serd primo res-
pecto al restante.

Sean A, B dos nimeros primos entre si, y mida a A un nimero
cualquiera I'.

Digo que también I", B son primos entre si.

Pues si ', B no son primos entre si, algliin nimero medird a I', B.
Midalos y sea A. Puesto que A mide a T, mientras que [’ mide a A, en-
tonces A mide también a A. Pero mide también a B; entonces A mide
a A, B que son primos entre si; lo cual es imposible [VII, Def. 12].
Por tanto ningin nimero medird a los nimeros I, B.

Por consiguiente, I', B son primos entre si. Q. E. D. A B

- —
—il

PROPOSICION 24

Si dos niimeros son primos con respecio a eire nimero, también su producto serd pri-
meo con respecto al mismo (ntimero).

Sean los dos niimeros A, B primos con respecto a un niimero [, y A, al multiplicar
a B, haga A.

Digo que I, A son primos entre si.

Pues si I', A no son primos entre si, alglin nimero medira a
I', A. Midalos y sea E. Ahora bien, puesto que I', A son primos
entre sf, y cierto niimero E mide a I, entonces A, E son pri- B i
mos entre si [VII, 23]. Entonces, cuantas veces E mide a A, A
tantas unidades hay en Z; por tanto, Z mide también a A segin L
las unidades de E [VII, 16]. Luego E, al multiplicar a Z, ha z
hecho el nimero A [VII, Def. 16]. Pero también A, al multi-
plicar a B, ha hecho el (mimero) A; asi pues, el (producto) de E,
Z es igual al (producto) de A, B. Pero si el producto de los extremos es igual al produc-
to de los medios, los cuatro nimeros son proporcionales [VII, 19].

Entonces, como E es a A, asi B es a Z. Pero A, E son primos (entre s1) y los primos
son también los menores, y los nimeros menores de los que guardan la misma razén

que ellos miden a los que guardan la misma razdén el mismo nimero de veces, el mayor
al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al antecedente y el consecuente al
consecuente [VII, 20]. Por tanto, E mide a B; pero también mide a I'; luego E mide a B,
" que son primos entre si; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningiin nime-
ro medird a los nimeros I", A.

Por consiguiente, I', A son primos entre sf. Q. E. D.

A
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PROPOSICION 25

Si dos nimeros son primos entre si, el producto de uno de ellos (multiplicado por si
mismo) serd primo con respecto al restante.™

Sean A, B dos nimeros primos entre sf, y A, al multiplicarse a si
mismo, haga I'.

Digo que B, T" son primos entre si.

Hidgase, pues, A igual a A. Puesto que A, B son primos entre sf,
mientras que A es igual a A, entonces también A, B son primos entre B
si, Asi pues cada uno de los (nimeros) A, A es primo con respectoaB; A 4
luego el producto de A, A serd primo con respecto a B [VII, 24], pero
el niimero producido a partirde A, A es I

Por consiguiente, I, B son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 26

Si dos niimeros son primos con respecto a dos mimeros, une y otro con cada uno de
ellos, sus productos también serdn primos entre si.

Pues sean A, B dos nlimeros primos ambos con respecto a cada uno de los dos ni-
meros I, A, y A, al multiplicar a B, haga E, y I, al multiplicar a A, haga Z.

Digo que E, Z son primos entre si.

A r
B—————— A —y
E*

Zr

Pues como cada uno de los (nimeros) A, B son primos con respecto a I, entonces
el producto de A, B también serd primo con respecto a I' [VII, 24]. Pero el preducto de
A, B es E; luego E, T son primos entre si. Por lo mimo, A, E también son primos entre
si. Entonces cada uno de los (niimeros) I', A es primo con respecto a E. Por tanto, el
producto de I', A serd también primo con respecto a E [V1I, 24]. Pero el producto de los
(ndmeros) I', A es Z.

Por consiguiente los nimeros E, Z son primos entre si. Q. E. D.

94, Ho ek toi hends aiuton genﬂmeun; Iit.: «cl (nirmero) producido por uno de ellos...» se refiere al pro-
ducm de dicho nimero por si nmmn Afiado estas palabras entre paréntésis porgue no aparécen en el texto
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PROPOSICION 27

Si dos niimeros son primos entre si v al multiplicarse cada uno a si mismo hace algiin
otro (ntimero), sus productos serdn primos entre si, v si los mimeros iniciales, al mulfi-
plicar a los productos, hacen ciertos nimeros, también ellos serdn primos entre st [y
siempre sucede esto con los extremos].”

Sean A, B dos niimeros primos entre si, v A al multiplicarse a
si mismo haga el (ndimero) I', y al multiplicar a " haga el (niime-
ro) &; por otra parte, B al multiplicarse a si mismo haga el (nid- e
mero) E, y al multiplicar a E haga el (mimero) Z.

Digo que I, E y A, Z son primos entre si.

Pues como A, B son primos entre si, y A al multiplicarse a si
mismo ha hecho el (nimero) I', entonces I', B son primos entre
sf [VII, 25]. Dado que, en efecto, T, B son primos entre s{ y B, al
multiplicarse por s{ mismo, ha hecho el (nimero) E, entonces T, B
E son primos entre s [VII, 25]. A su vez, como A, B son primos
entre si y B al multiplicarse a s{ mismo ha hecho el (nimero) E, en-
tonces A, E son primos entre si [VII, 25]. Asi pues, como los dos niimeros A, I” son pri-
mos ambos con respecto a cada uno de los dos nimeros B, E, entonces el producto de
A, T es también primo con respecto al (producto) de B, E [VII, 26]. Pero el (producto)
de A, I'es A, mientras que el (producto) de B, E es Z.

Por consiguiente, A, Z son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 28

Si dos niimeros son primos entre si, su sima también serd un (niimero) prime con res-
pecto a cada uno de ellos; y si la suma de ambos es un (miimero) primo con respecio a
uno cualguiera de ellos, también los niimeros iniciales serdn primos entre si.

Stmense pues los dos mimeros primos entre si AB, BI'. .

Digo que también la suma de ambos, Al', es un (nimero) A B r
primo con respecto a cada uno de los (nimeros) AB, BT. T

Pues si I'A, AB no son primos entre si, algin nimero
medird a ['A, AB. Midalos y sea A. Asf pues, como A mide a I'A, AB, entonces medird
también al resto BI'. Pero mide también a BA; entonces A mide a AB, BI" que son pri-
mos entre sf; lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningiin nimero medird a TA,
AB; luego I''A, AB son primos entre si. Por lo mismo, AT’, I'B son también primos en-
tre si. Entonces I'A es primo con respecto a cada uno de los (nimeros) AB, BI'.

Sean ahora I'A, AB primos cntre si.

Digo que AB, BI” son también primos entre si.

Pues s1 AB, BI" no son primos entre si, alglin nimero medird a los (nimeros) AB,
BI'. Midalos y sea A. Ahora bien, como A mide a cada uno de los (nimeros) AB, BT,

05. Heiberg atetiza el final del enunciado porque dkmi s6lo podria siznificar «los Gltimos prodictoss y
porque no hay nada en la prueba que se corresponda con estas palabras. De hecho Campano las omite. Hei-
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entonces medird también al total TA. Pero mide también a AB; entonces A mide a los
(mimeros) I'A, AB que son primos entre si; lo cual es imposible [VIL, Def. 13]. Luego
ningun numero medird a los (ndmeros) AB, BI'.

Por consiguienie, AB, BI" son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 29

Todo numero primo es primo con respecio a tode (numero) A
al que no mide.

Sea A un nimero primo y no mida a B, Digoque B, A
son primos entre si.

Pues si B, A no son primos entre si, algin nimero los
medird. Midalos y sea I". Puesto que I mide a B, pero A no mide a B, entonces T" no es
el misme (mimero) que A. Y puesto que I’ mide a B, A, entonces mide también a A que
es primo no siendo el mismo (que I); lo cual es imposible; luego ninglin nimero medi-
r4 a los (niimeros) B, A.

Por consiguiente, A, B son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 30

5i dos niimeros, al multiplicarse entre si, hacen algin (mimero) y algtin mimero primo
mide a su producto, también medird a uno de los iniciales.

Hagan, pues, los dos nimeros A, B, al multiplicarse entre s, el (ndmero) I", y mida
algiin nimero primo, A, al (nimero) I'.

Digo que A mide a uno de los (nimeros) A, B.

Pues no mida a A; pero A es primo; entonces A, A son primos entre si [VII, 29].
Abhora bien, cuantas veces mida A a I, tantas unidades haya en E. Asi pues, como A
mide a I” segiin las unidades de E, entonces A, al multiplicar a
E, ha hecho el (nimero) I" [VII, Def. 16]. Pero, en efecto, A, *
al multiplicar a B, ha hecho también el (nimero) I'; enton- 5 ——onu-—
ces el (producto) de A, E es igual al (producto) de A, B. Lue-
go, como AesaA, as{ B a E [VII, 19]. Pero A, A son primos y
los primos son también los menores [VII, 21], y los menores —i
miden el mismo nimero de veces a los que guardan la misma o,
razon, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el an-
tecedente al antecedente y el consecuente al consecuente [ VI, 20]; asi pues, A mide a B.
De manera semejante demostrariamos que, si no mide a B, medird a A.

Por consiguiente, o mide a uno de los (nlimeros) A, B. Q. E. D.

r
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PROPOSICION 31

Todo niimero compuesto es medido por algin mimero primo.

Sea A un niimero compuesto.

Digo que A es medido por alglin ndmero primo.

Pues como A es compuesto, algin mimero lo medird. Mi-  ———r
dalo y sea B. Ahora bien, si B es primo se habria dado lo pro-
puesto. Pero si es compuesto, algin nimero lo medird. Midalo y sea I'. Pues bien,
como I' mide a B y B mide a A, entonces I" mide también a A. Y si I" es primo, se ha-
bria dado lo propuesto. Pero si es compuesto, algin nimero lo medird.* Siguiendo asi
la investigacion se hallard un nimero primo, que lo medird. Pues, si no se halla, una se-
rie infinita de ndmeros medirdn al nimero A, cada uno de los cuales es menor que otro;
lo cual es imposible en el (caso de) los niimeros. Luego se hallard un niimero primo que
medird al anterior a €l mismo, que también medird a A,

Por consiguiente, todo nimero compuesto es medido por algin nimero primo.
Q.E.D.

o ——— Ty

PROPOSICION 32

Todo niimero o es primo o es medido por algiin (niimero) primo.
Sea A un nimero.
Digo que A o es primo o es medido por algin (ndmero) primo.
Pues si A es primo se habria dado lo propuesto, pero si es compuesto, algin A
nimero primo lo medird [VIL, 31].
Por consiguiente, todo nimero o €5 primo o es medido por algin (nimero)
primo. Q. E. D.

PROPOSICION 33

Dados tantos niimeros como se guiera, hallar los menores de aguellos que guardan la
misma razon que ellos.

Sean A, B, I tantos nimeros dados como se quiera.

Asf pues hay que hallar los menores de los que guardan la misma razén que A, B, I,

Pues A, B, I o son primos entre si 0 no. 51, en efecto, son primos entre si, son los
menores de los que guardan la misma razén que ellos [VII, 21].

Pero si no, tdmese la medida comin maxima, A, de A, B, T'; y, cuantas veces mida
A a cada uno de los (mimeros) A, B, I', tantas unidades haya en cada uno de los (mime-
ros) E, Z, H. Entonces, los ndimeros A, B, [' miden respectivamente a los (nimeros) E,

096. Se echan en falta en esta proposiciin las palabras «al anterior a €] mismo que ambién medird a As
que aparccen unas lincas mas abajo. Heiberg piensa que es posible que dichas palabras hayan desaparecido
de P en este lugar, debido a un error dé homeotefenton. Por otro lado, relega al apéndice una prueba altermna-
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Z., H, segin las unidades de A [VII, 16]. Luego E, Z, H miden el mismo nimero de ve-
ces a A, B, I'; por tanto, E, Z, H guardan la misma razén que A, B, T" [VII, Def. 21].

QL]

B A K
r & A

Digo ademds que también son los menores.

Pues si E, Z, H no son los menores de los que guardan la misma razén que A, B, T,
habra unos nimeros menores que E, Z, H que guarden la misma razén con A, B, I'. Sean
©, K, A; entonces Z mide a A el mismo nimero de veces que K, A miden respectiva-
mente a B, T'. Ahora bien, cuantas veces © mide a A, tantas unidades haya en M; enton-
ces K, A miden respectivamente a B, I segiin las unidades de M. Y puesto que © mide
a A segiin las unidades de M, entonces M mide también a A segiin las unidades de ©
[VIL, 16]. Por lo mismo, M mide a B, I segtin las unidades de K, A respectivamente;
luego M mide a A, B, I'. Y como © mide a A segiin las unidades de M, entonces ©, al
multiplicar a M, ha hecho el (mimero) A [VIL, Def. 16]. Por lo mismo, E al multiplicar a
A ha hecho también el (mimero) A. Entonces el (producto) de E, A es igual al (producto)
de ©, M. Luego, como E es a ©, asi M es a A [VII, 19]. Ahora bien, E ¢s mayor que O;
entonces M es también mayor que A, y mide a los (mimeros) A, B, I'; lo cual es imposi-
ble: porque se ha supuesto que A es la medida comin médxima de A, B, T'. Por tanto, no
habra ningan mimero menor que E, Z, H que guarde la misma razon que A, B, T,

Por cunsiguiente, E, Z, H son los (mimeros) menores de los que guardan la misma
razéncon A, B, I". Q. E. D.

PROPOSICION 34

Dados dos niimeros, hallar el menor niimero al que miden.

Sean A, B los dos nimeros dados. A .

Asi pues hay que hallar el menor nimero al que miden. I

Pues bien, A, B 0 son primos entre si 0 no. En primer lu-
gar sean A, B primos entre si, y A al multiplicar a B haga el
(mimero) I'; entonces B al multiplicar a A ha hecho también el Dot
el (nimero) I [VII, 16]. Entonces A, B midena I,

Digo ademds que también es el menor (nimero al que miden).

Pues, si no, A, B mediran a algiin nimero que sea menor que I'. Midan a A. Y cuan-
tas veces A mide a A, tantas unidades haya en E, y, cuantas veces B mide a A, tantas
unidades haya en Z; entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el (nimero) 4, y B, al mul-
tiplicar a Z, ha hecho el (nimero) A [VII, Def. 16]; entonces el (producto) de A, E es
igual al (producto) de B, Z. Por tanto, como A es a B, asi Z a E [VII, 19]; pero A, B son
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guardan la misma razén el mismo ndmero de veces, el mayor al mayor y el menor al
menor [VII, 20]; asf pues, B mide a E, como el consecuente al consecuente. Y como A,
al multiplicar a B, E, ha hecho los (nimeros) I', A, entonces, comoBesaE,asi["a A
[VIL 17]. Pero B mide a E; luego I' mide también a A, el mayor al menor; lo cual es im-
posible. Por tanto, A, B no miden a algin nimero que sea menor que I'. Luego I es el
menor que es medido por A, B.

Ahora, no sean A, B primos entre sf, y tdmense los niimeros menores Z, E de los
que guardan la misma razén con A, B [VII, 33]; entonces, el (producto) de A, E es igual
al (producto) de B, Z [VII, 19]. Y haga A, al multiplicar a E,
el (nimero) I'; entonces B, al multiplicar a Z, ha hecho tam-
bién el (mimero) I'; asf pues, A, Bmidena T

Digo ademds que también es el menor (nimero al que
miden).

Pues, si no, A, B medirdn a algin nimero que sea menor
que I'. Midan a A. Y cuantas veces A mide a A, tantas unida-
des haya en H, y cuantas veces B mide a A, tantas unidades 1H —8
haya en ©. Entonces, A al multiplicar a H ha hecho el nd-
mero A, y B al multiplicar a @ ha hecho el nimero A. Asf pues, el (producto) de A, H es
igual al (producto) de B, ©; luego, como A es a B, asf @ a H [VII, 19]. Pero como A
es a B, asi Z a E. Por tanto, también, como Z es a E, asi @ a H. Pero Z, E son los meno-
res, ¥ los menores miden a los que guardan la misma razén el mismo nimero de veces,
el mayor al mayor y €l menor al menor [VTI, 20]. Entonces, E mide a H. Y como A, al
multiplicar a E, ha hecho los mimeros I', A, entonces, como EesaH, asiT a A [VII, 17].
Pero E mide a H; luego I también mide a A, el mayor al menor; lo cual es imposible.
Por tanto, A, B no miden a algiin nimero que sea menor que T

Por consiguiente, I es el nimero menor que es medido por A, B. Q. E. D.¥

A B

Py T e

i

PROPOSICION 35

Si dos mimeros miden a algiin mimero, el (niimero) menor medido por ellos también
medird al mismo (niimero).
Pues midan dos niimeros A, Baun nimero A ysecaEel a— ) —
menor (al que miden).
Digo que E mide también a TA. & z &
Pues si E no mide a I'A, deje E, al medir a AZ, al nime- f—————F,
ro menor que si mismo I'Z. Y como A, Bmidena Ey E
mide a AZ, entonces, A, B medirdn también a AZ. Pero miden también al total T'A; lue-
go, medirdn también a T'Z que es menor que E; lo cual es imposible, Por tanto, no es el
caso de que E no mida a I'A; por consiguiente lo mide. Q. E. D.




97. Se trata del procedimiento para hallar ¢l minimo comin multiplo de dos mimeros.
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PROPOSICION 36

Dados tres ntimeros, hallar el niimero menor al que miden, A

Sean A, B, T tres nimeros dados. : B

Asi pues, hay que hallar el nimero menor al que miden.

Témese, pues, A, el (ndmero) menor que es medido por ————'F
los dos (nimeros) A, B [VII, 34]. Entonces T omideaAo i
no lo mide. En primer lugar, midalo. Pero A, B miden tam-
bién a A; entonces A, B, I" miden a A. ’ "B

Digo ademids que también es el menor (al que miden).

Pues, si no, A, B, I' medirin a un nimero que sea menor que A. Midan a E. Como
A, B, ' miden a E, entonces A, B también miden a E. Asi pues, el menor (niimero) me-
dido por A, B también medira [a E] [VTI, 35]. Pero el menor (nimero) medido por A, B
es A; entonces, A medird a E, el mayor al menor; lo cual es imposible. Luego, A, B, I
no medirdn a algldn nimero que sea menor que A; por tanto, A es ¢l nimero menor que
A, B, I’ miden.

Ahora, por el contrario, no mida " a A, y témese E, el menor nimero medido por T,
A VI, 34]. Como A, B miden a A, pero A mude a E, entonces, A, B miden también a E.
Pero I' mide también [a EJ; entonces A, B, I’ miden también [a E].

Digo ademds que es el menor (nimero al que miden).

Pues, si no, A, B, I' medirdn a algiin (nimero) que sea menor que E. Midan a Z.
Como A, B, I" miden a Z, entonces A, B miden también a Z; luego el menor (nimero)
medido por A, B medira a Z [VII, 35).

A r E

B A h—y Z

Pero ¢l menor (ndmero) medido por A, B es A; entonces, A mide a Z. Pero I tam-
bién mide a Z; por tanto, A, T mide a Z; de modo que el menor (niimero) medido por A,
I" también medird a Z. Pero el menor (nimero) medido por I', A es E. Entonces E mide
a Z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Por tanto, A, B, I' no medirdn a un niime-
ro que sea menor que E.

Por consiguiente, E es el menor que es medido por A, B, . Q. E. D.*

PROPOSICION 37

Si un numero es medido por algiin mimero, el {mimero) medi- i
do tendrd una parte homdnima del (niimero) gue lo mide.
Sea medido, pues, A por algin namero B.
Digo que A tiene una parte homdnima de B. T
Pues cuantas veces B mide a A, tantas unidades haya en I'.
Como B mide a A segtin las unidades de I', y la unidad A mide

—iA

98. El método de Euclides para hallar ¢l i, ¢. . de tres ndmeros nos ¢s familiar, Primero se halla ¢l m,
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al nimero [ segin sus propias unidades, entonces, la unidad A mide al nimero I el
mismo nimero de veces que B a A. Asi pues, por alternancia, la unidad A mide al ni-
mero B el mismo namero de veces que I' a A [VII, 15]; entonces la parte que la unidad
A es del nimero B, la misma parte es también I" de A. Pero la unidad A es una parte del
nimero B homdnima de €l; entonces I" es también una parte de A homénima de B. De
modo que A tiene una parte T” que es homénima de B. Q. E. D.”

PROPOSICION 38

Si un niimero tiene una parte cualquiera, serd medido por un
numero homonimo de la parte.
Tenga, pues, el nimero A una parte cualquiera B, yseal’ B———
homénimo de la parte B.
Digo que T mide a A.
Pues como B es una parte de A homénimade I', y launi- 4+
dad A es una parte de I' homénima de €1, entonces la parte
que la unidad A es del nimero T', la misma parte es también B de A; entonces la uni-
dad A mide al nimero I" el mismo nimero de veces que B a A. As{ pues, por alternan-
cia, la unidad A mide al niimero B el mismo ndmero de veces que I" a A [VII, 15].
Por consiguiente, I'mide a A. Q. E. D.

PROPOSICION 39

Hallar un niimero que sea el menor que tenga unas partes dadas.

Sean las partes dadas A, B, I.

Asi pues, hay que hallar un mimero que sea el menor que tenga las partes A, B, I.

Pues sean A, E, Z nimeros homénimos de las partes A, B, I'; y témese H, el menor
(nimero) medido por A, E, Z [VII, 36].

Entonces, H tiene partes homénimas de A, E, Z [VII,
37). Pero A, B, I" son partes homénimas de A, E, Z, T'; en- Ar——aE————
tonces tiene las partes A, B, I

Digo ademiis que es también el menor.

Pues, si no, habrd un nimero menor que H que tenga las H*
partes A, B, I". Sea ©. Puesto que © tiene las partes A, B, T,
entonces © serd medido por los niimeros homénimos de las
partes A, B, I" [VII, 38]. Pero A, E, Z son nimeros homénimos de las partes A, B, T'; en-
tonces © es medido por los (niimeros) A, E, Z. Y es menor que H; lo cual es imposible,

Por consiguiente, no habré ningiin ndmero menor que H que tenga las partes A, B, T
Q.E.D.

99, El texto del enunciado precisa de una explicacidn. Por ejemplo, si 3 mide a A, es decir SiA=Jm=
(3+3+...3), la proposicidn afirma que hay un nimero que es un fercio de A,



S5i 8 mide a A, exisie un mimero que es la 5 parte de A.
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LIBRO NOVENO

PROPOSICION 20

Hay mdis niimeros primos que cualquier cantidad propuesta de nimeros primos.

Sean A, B, T los niimeros primos propuestos.

Digo que hay mis nimeros primos que A, B, T'.

Pues tomese el nimero menor medido por A, B, I y sea AE y afiddase a AE la uni-
dad EZ. Entonces EZ 0 es primo o no. Sea primo en primer lugar; entonces han sido ha-
llados los nimeros primos A, B, T', EZ, (que son) méds que A, B, T".

E
At + 1 Z

Pero ahora no sea primo EZ; entonces es medido por algin namero primo [VII, 31]:
sea medido por el nimero primo H.

Digo que H no es el mismo que ninguno de los nameros A, B, I'. Pues, si fuera po-
sible, séalo. Pero A, B, I' miden a AE; entonces H medira también a AE. Pero mide asi-
mismo a EZ; y H, siendo un niimero, medird también a la unidad restante AZ; lo cual es
absurdo. Luego H no es el mismo que ninguno de los (nimeros) A, B, I'. Y se ha su-
puesto que es primo. Por consiguiente, han sido hallados méds nimeros primos que la
cantidad propuesta de los (nimeros) A, B, I'. Q. E. D.

PROPOSICION 36

Si rantos nimeros como se guiera a partir de una unidad se disponen en proporcion
duplicada hasta que su (suma) total resulte (un miimere) primo, y el total multiplicado
por el iltimo produce algin mimere, el producte serd (un nimero) perfecto.

Pues dispdénganse tantos niimeros como se quiera, A, B, T', A, a partir de una unidad
en proporcion duplicada hasta que su (suma) total resulte

(un mimero) primo, y sea E igual al total, y E, al multiplicar =4 —iB
aA, hlaga ZH. r

Digo que ZH es un (nimero) perfecto.

Pues cuantos nimeros son en cantidad A, B, I', A, tomen-  * 4

se tantos nimeros E, @K, A, M en proporcion duplicada a

partir de E; entonces, por igualdad, como A es a A, as{ E a M [VII, 14]. As{ pues, el pro-
ducto de E, A es igual al (producto) de A, M [VII, 19]. Ahora bien, el producto de E, A es
ZH: entonces el (producto) de A, M es también ZH. Luego A, al multiplicar a M, ha he-
cho ZH; por tanto, M mide a ZH segtin las unidades de A. Pero A es una diada; luego ZH
es el doble de M. Pero M, A, ©K, E son sucesivamente el doble uno de otro; entonces
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Ahora, del segundo 8K y del dltimo ZH quitense @N, ZZ respectivamente iguales
a E. Entonces, como el exceso del segundo nimero es al primero, asi es el exceso del ul-
timo a todos los anteriores a €l [IX, 35]. Asf pues, como NK es aE, asi EH a M, A, K©,
E.Y NK es igual a E; entonces ZH también es igual a M, A, GK, E. Pero ZZ también es
igualaE,yEaA,B, T, Ay launidad. Asf pues, el total ZH también es igual a los (nu-
meros) E, OK, A, M y a los (mimeros) A, B, I', A y la unidad; y es medido por ellos.

Digo que ZH no serd medido por ningtin otro fuerade A, B, I, A, E, OK, A, M y la
unidad. Pues, de ser posible, mida un niimero O a ZH, y no sea O el mismo que ninguno
de los nimeros A, B, I, A, E, @K, A, M. Y cuantas veces O mida a ZH, tantas unidades
haya en I1; entonces I1, al multiplicar a O, ha hecho ZH. Pero, en efecto, E, al multipli-
car a A, ha hecho también ZH; entonces, como E es a [, O es a A [VII, 19]. Y puesto
que A, B, I, A son continuamente proporcionales a partir de una unidad, entonces A no
serd medido por ningin otro fuera de A, B, I' [IX, 13]. Ahora bien, se ha supuesto que O
no es el mismo que ninguno de los (mimeros) A, B, I'; por tanto, O no medird a A. Pero,
como O es a A, E es a I1; entonces E tampoco mide a [1 [VIL, Def. 21]. Y E es primo.
Pero todo ndmero primo ¢s primo con respecto a todo aquel al que no mide [VII, 29].
Asi pues, E, Il son primos entre si. Pero los primos son también los menores [VII, 21] y
los menores miden a los que guardan la misma razdn que ellos el mismo nimero de ve-
ces, ¢l antecedente al antecedente v el consecuente al consecuente [VII, 20]; ahora bien,
como E es a [1, O es a A; entonces, E mide a O el mismo nimero de veces que I a A.
Pero A no es medido por ningtin otro fuera de A, B, I'; luego IT es el mismo que uno de
los (nimeros) A, B, I'. Sea el mismo que B y cuantos son B, I, A en cantidad t6mense
tantos E, ©K, A a partir de E. Ahora bien, E, ©K, A guardan la misma razén que B, T',
A; entonces, por igualdad, como Besa A, Ees a A [VII, 14]. Luego ¢l (producto) de B,
A es igual al (producto) de A, E [VII, 19]; pero el (producto) de A, E es igual al (pro-
ducto) de I1, O: entonces el (producto) de I, O es igual al (producto) de B, A. Luego
como [Tes a B, A esa O[VII, 19]. Pero I es el mismo que B; entonces A es el mismo
que O; lo cual es imposible, porque se ha supuesto que O no era el mismo que ningu-
no de los (nimeros) puestos, luego ningin nimero medird a ZH fuerade A, B, I', A E,
©K, A, M y la unidad. Y se ha demostrado que ZH esiguala A, B, T, A, E,OK, M y la
unidad. Pero un nimero perfecto es el que es igual a sus propias partes [VII, Def. 23].

Por consiguiente, ZH es un (niimero) perfecto. Q. E. D.'™

100. Si la suma de un nimero cualquiera de términos de una serie 1, 2, 2%, ..., 2" es un niimero primo y
se multiplica por el iiltimo término, el producto serd un niimeno perfecto.

Tedn de Esmima y Micdmaco definen el niimero perfecto y dan la ley para su formacitn. Por otra parte,
Euclides y Tedn de Esmima sélo mencionan los dos primeros ndmeros perfectos: 2(2° = 1) =6y 242~ 1) =28:
Nicémaco explicita los dos siguientes: 2(2* — 1) = 496 y 2527 - 1) = 8.128; el quinto fue calculado por Jém-
blico: 2'2(2" — 1) = 33.550.336 (se halla en el ms. Latino Monac. 14.908). Los siguientes se fueron determi-
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LIBRO DECIMO

DEFINICIONES

1. Sellaman magnitudes conmensurables aquellas que se miden con la misma medida,
e inconmensurables aquellas de las que no es posible que haya una medida comin.

2. Las lineas rectas son conmensurables en cuadrado cuando sus cuadrados se miden
con la misma drea, e inconmensurables cuando no es posible que sus cuadrados ten-
gan un drea como medida comtin.'”!

3. Dados estos supuestos, se¢ demuestra que hay un nimero infinito de rectas respecti-
vamente conmensurables e inconmensurables, unas s6lo en longitud ¥ ofras tam-
bién en cuadrado con una recta determinada. Llamese entonces racionalmente ex-
presable la recta determinada: y las conmensurables con ella, bien en longitud y en
cuadrado, bien sélo en cuadrado, racionalmente expresables y las inconmensura-
bles con ella llamense no racionalmente expresables. '™

101. Traduzco por sconmensurables en cuadrados la expresion dyndmed symmetrof. El término dynan-
ziy corre la misma suerte que otras muchas expresiones matemdticas griegas: ademds de la riqueza de senti-
dos con que cuenta en el uso ordinano, adquiere diversos significados especificos en distintos comtextos es-
pecializados. Su sentido caracteristico en matemdticas suele ser el que corresponde a la operacion o resultado
de elevar a la segunda potencia, al cuadrado. Este sentido, cuyo paradigma es el cuadrado construido sobre
una recta dada, es el pertinente en los Elemenros. Cuando aqui se habla de magnitudes conmensurables en
cuadrado, las razones consideradas median no entre las magnitudes nombradas sino entre las magnitudes que
se derivan de ellas por esa operacion. Para comparar, e.g., dos lineas «en cuadrado», Euclides considera las
razones de los cuadrados construidos sobre las lineas en cuestion.

Por otro lado, segiin hard notar un porisma de la proposicidn X, 9 (infra), todas las rectas conmensura-
bles en longitud (mékei) son conmensurables en cuadrado; pero no todas las rectas conmensurables en cua-
drado, lo son en longitud. Para sefalar este segundo caso, Euclides emplea la expresidén «conmensurables
solo en cuadrado (sfmmetroi dyiamel monon)s, Resultan, en suma, estas relaciones: si las magnitudes con-
sideradas (unas rectas dadas) son conmensurables en longitud, también lo son en cuadrado; por tanto, si son
inconmensurables en cuadrado, también lo son en longitud; ahora bien, no valen las respectivas conversas, de
modo que pueden ser conmensurables en cuadrado, pero no en longimd, y por ende inconmensurables en
longitud, pero no en cuadrado.

102. Las expresiones «racionalmente expresables y «no racionalmente expresable» traducen respectiva-
mente rhétds v dlogas. Una versidn mids literal como «expresable (rhétds)s y «sin razén (dlogos)» no trasluce
el papel de estos términos como anténimos en el presente contexto matemdtico. Por ende parece mds indica-
da una version del tenor de «con razén expresables / «sin razdén expresables; las expresiones aquf empleadas
son una vanante preferible por motivos simplemente estilisticos. Con todo, esta versién es un tanto insélita y
desaffa los usos ¥ costumbres vigentes en la tradicién que los vierie por eracional» e «irracional», sin mds.
Mi versidn responde a estos motives: (1) Trato de evitar las connotaciones habituales en nuestro par «racio-
nal / irracional s, que llevan a pensar en nimeros y a dar, subrepticiamente, un sesgo aritmético al libro X. (2)
A esta indebida aritmetizacidn se afiade la circunsiancia de que «racionalmente expresable (rhérds)» cobra
en Euclides un sentido mds amplio que nuestro «racionals v, por correspondencia, el sentido de «no racio-
nalmente expresable (dlogos)» deviene mis restringido que «irracionals: sélo carecen de razén expresable
las rectas que resultan inconmensurables tanto en longitud como en cuadrado con una recta designada —im-
plicitamente por lo regular— como referencia o parimetro de «expresabilidad racional». (3) Aungue no han
faltado intentos de reducir ¢l complejo libro X a un lenguaje algebraico mds familiar, la interpretacion més
congruente con el planieamiento de los Elemenios es la que mantiene su eardcter irreduciblemente geome-
trico. Asi que tampoco por esta via reductiva parece aconsejable la version tradicional: «racionals, «irracio-
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4. Y el cuadrado de la recta determinada (lldmese) racionalmente expresable, y los cua-
drados conmensurables con éste racionalmente expresables; pero los inconmensu-
rables con €l llimense no racionalmente expresables; y las rectas que los producen
(llimense) no racionalmente expresables, a saber, si fueran cuadrados, los propios
lados y si fueran otras figuras rectilineas, aquellas (rectas) que construyan cuadra-
dos iguales a ellos.'™

PROPOSICION 1

Dadas dos magnitudes desiguales, st se quita de la mayoer una (magnitud) mayor que
su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y ast sucesivamente,
gquedard una magnitud que serd menor que la magnitud menor dada.

Sean AB, T" dos magnitudes desiguales de las cuales AB es la mayor.

Digo que, si se quita de AB una (magnitud)
mayor que su mitad y de la (magnitud) restante, K © r
una (magnitud) mayor que su mitad, y asi sucesi-
vamente, quedardi una magnitud que serd menor
que la magnitud I, A | ; : | E

de los supuestos (1)-(3) y sin perder de vista que la matemdtica gricga cldsica carece de nuestro concepto de
numero real, de modo que no comparte nuestro contexto habitual de uso de los términos «racional» e «irra-
cional» en matemdticas.

Este punto guarda relacion con el problema general de la interpretacion del libro X, que arrasira desde
Simon Stevin (1585) el apelativo de «cruz de los matemdticoss. Dada la complicada y oscura organizacién
del libro, no faltan propuestas sobre su motivacidn y su sentido. Por ejemplo, segiin B. 1. Van pER WAERGEN
(Science Awakening, Nueva York, 1963, edic. rev.), el libro responde al problema de determinar cudndo la
rafz de cientas [ineas jrracionales ¢s un irracional del mismo lipo (pdgs. 168-172), y sigue una linea pura-
mente algebraica de pensamiento (pdg. 178). Segin 1. MUELLER (Philosoply of Mathematics and Deducitive
Structure in Euclid's Elemenis, Cambridge-Londres, 1981), el libro carece de una motivacién intuitiva clara
y parece dedicado a elaborar una clasificacitn de lineas irracionales en respuesta al problema de la construe-
cién del icosaedro en X111, 16. C. M. TaisBak ( Colowred Quadranegles. A Guide te the Tenth Book of Euclid's
Elements, Copenhague, 1982), el libro X se centra en el estudio de las relaciones entre Jos lados y diagona-
les del decdigono, el hexigono y el pentigono regulares con el didmetro del circulo circunscrito, conforme
a un determinado patrén de conmensurabilidadfinconmensurabilidad. Esta interpretacion es sostemda por
D. H. FOWLER (The Mathemaiics of Plates Academy, Oxford, 1987; «An Invitation to Read Book X of Euclid’s

Elements», Historia Mathematica 19 (1992), 233-264). En una linea similar se mueve la interpretacidn de
W. R. KnoRR («La croix des mathématicicens. ..», Bull. Arrer Methem. Society, 9 (1983), 41-69), aunque tien-

de a marcar el acento sobre ¢l caso del pentdgono regular. En todo caso, creo que la lectura geométrica en la
que convienen Taishak, Fowler y Knorr es la que mejor cuadra con ¢l planteamiento del libro y con su lugar
de encrucijada en los Elementos. Por lo demils, ¢n los trabajos citados hay cuadros ¥ esquemas de las diver-
sas clasificaciones de recias con o sin razdn expresable, que resumen los resuliados del libro ¥ que no puedo
recoger agui,

103. Un drea resulta sracionalmente expresable= o «no racionalmente expresables segiin sea conmen-
surable © no con el cuadrado de una recta predeterminada como expresable. La misma condicidn se extiende
hien a sus lados, si el drea en cuestidn es un cuadrado, o bien a los lados de un cuadrado de 4rea igual, si se
trata de otra figura.

Vierto hai dyndnienai como «las rectas que los producens. Dynameéng suele traducirse por «rafz cuadra-
da». pero esta versién incurre en el sesgo aritmeético va denunciado. Asi que prefiero mantener la referencia



al lado (base) del cuadrado producido.
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Pues I' multiplicada serd alguna vez mayor que AB [V Def. 4]. Multipliquese y sea
AE un miiltiplo de I mayor que AB; dividase AE en AZ, ZH, HE iguales a I, y de AB
quitese B mayor que su mitad, y de A© (quitese) @K mayor que su mitad, y asi suce-
sivamente hasta que las divisiones de AB lleguen a ser iguales en ndmero a las divisio-
nes de AE.

Sean, pues, AK, KO, ©B divisiones que son iguales en numero a las (divisiones) AZ,
ZH, HE; ahora bien, dado que AE es mayor que AB y que de AE se ha quitado la (mag-
nitud) EH menor que su mitad y de AB la (magnitud) BO mayor que su mitad, entonces
la magnitud restante HA es mayor que la (magnitud) restante ©A. Y dado que HA es ma-
yor que ©A y se ha quitado de HA su mitad HZ y de ©A una (magnitud) @K mayor que
su mitad, entonces la (magnitud) restante AZ es mayor que la (magnitud) restante AK.
Pero AZ es igual a I'; luego es mayor que AK. Por tanto, AK es menor que I,

Por consiguiente, de la magnitud AB queda la magnitud AK que es menor que la
magnitud dada I'. Q. E. D. De manera semejante demostrariamos que (esto ocurre) tam-
bién si se quita la mitad.'™

PROPOSICION 2

St al restar continua vy sucesivamente la menor de la mayor de dos magnitudes desigua-
les, la restante nunca mide a la anterior, las magnitudes serdn inconmensurables.

Habiendo, pues, dos magnitudes desiguales AB, T'A y (siendo) AB la menor, al res-
tar sucesivamente la menor de 1a mayor, no mida nunca la (magnitud) restante a la ante-
rior a ella.

Digo que las magnitudes AB, I'A son inconmensurables.

Pues, si son conmensurables, alguna magnitud las medird. Midalas (una magnitud),
si es posible, y sea E; y AB, al medir a ZA, deje la magnitud I'Z menor que ella, y I'Z,

104, Este teorema reviste especial imporiancia aunque apenas preste servicio hasia las proposiciones
del libro XI1 que emplean el llamado «méiodo de exhauscidns. Su situacidén aqui puede justificarse como
paso previo a X, 2, donde se muestra el procedimiento para determinar si dos magnitudes son conmensura-
bles o inconmensurables. El relieve de X, 1 descansa en su papel como principio basico del método ya men-
cionado de «exhauscidn». Se asemeja a la quinta asuncién de Arquimedes en Sobre la esfera v el cilindro y
recuerda asimismo un lema del propio Arquimedes en La cuadratura de la pardbola. Reza el lema: «El ex-
ceso de la mayor de dos dreas desiguales sobre Ia menor (es una magnitud que) puede sobrepasar, si es afia-
dida a si misma (cuantas veces se requiera), cualquier drea finita dada=. Y a rengldn seguido dice Arquime-
des que los gedmetras anteriores no dejaron de apelar a este lema, pues fue a través de él como establecieron
que los eircules guardan entre si la razdn de los enadrados de sus didmetros (XI1 2), las esferas guardan entre
si la raz6n de los cubos de sus difmetros (X11 18), toda pirdmide es equivalente a la tercera parte de un pris-
ma con |2 misma base y altura (X11 7) y todo cono es equivalente a la tercera parte de un cilindro con la mis-
ma base y altura (XII 10) —ef. La ceadranira de la pardbala, prefacio a Dosileo, edie. CH. MuGLER, Parfs,
1971; 1. 11, 165.6-18—. Esa referencia al uso anterior del lema halla confirmacién en algunas alusiones de
ARISTOTELES en andlogo sentido (Fisica, 266b2, 207bl0). Todo ello apunta a Eudoxo: es probable que un su-
puesto similar a X | ya hubiera obrado en algunos de esos resultados de Eudoxo recogidos por Euclides en el
libro XII. Pero un supuesto similar no es el misme supuesto. La asuncidn y el lema de Arquimedes, a guien
suele suponerse mds respetuoso con Eudoxo que con el propio Euclides, hacen referencia a la adicién, mien-
tras que Euclides se atiene a la sustraccidn, en la perspectiva del algoriomo antifairético de sustraceidn reci-
proca, y prefiere operar —al menos en principio— en términos de bisecciones. Sobre este algoritmo recuér-
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al medir a BH, deje AH menor que ella, y repftase asi sucesivamente hasta que quede
una magnitud que sea menor que E. Sea asi y quede AH menor que E. Asi pues, como
E mide a AB y AB mide a AZ, entonces E también medird a ZA. Pero mide también a
la magnitud entera TA; luego medird también a la magnitud restante T'Z. Ahora bien,
I'Z mide a BH; entonces E también mide a BH. Pero mide también a la (magnitud) en-
tera AB; asi que medird también a la (magnitud) restante AH, la mayor a la menor; lo
cual es imposible, Luego ninguna magnitud medird a las magnitudes AB, T"A; por tan-
to, las magnitudes AB, T'A son inconmensurables [X Def. 1].
Por consiguiente, si de dos magnitudes desiguales..., etc.'"™

PROPOSICION 3

Dadas dos magnitudes conmensurables, hallar su medida conuin mdxima.

Sean AB, I'A dos magnitudes dadas conmensurables, de las cuales AB sea la menor.

Asf pues, hay que hallar la medida comiin médxima de AB, TA.

Pues bien, AB o mide a [’'A o no la mide. Si, en efecto, la mide y se mide también a
si misma, entonces AB es una medida comiin de AB, I'A; y estd claro que también es la
mayor. Porque no medird a AB ninguna magnitud mayor que AB.

H A
— A — - - i B

T t t t — A

Pero ahora no mida AB a T'A y, al restar continua y sucesivamente la menor de la
mayor, la (magnitud) restante medird alguna vez a la anterior a ella, porque AB, I'A no
son inconmensurables [X 2]; v AB, al medir a EA, deje la (magnitud) EI" menor que
ella, y ET’, al medir a ZB, deje la (magnitud) AZ menor que ella y mida AZ a TE.

Como, én efecto, AZ mide a T'E, mientras que I'E mide a ZB, entonces AZ medird
también a ZB. Pero también se¢ mide a si misma; lucgo AZ medird también a la (mag-
nitud) entera AB. Ahora bien, AB mide a AE; entonces AZ medird también a EA. Pero
mide también a I'E; luego mide también a la (magnitud) entera T'A; por tanto, AZ es
una medida comiin de AB, I'A.

105. X 2 muesira uno de los usos mids metédicos —digamos— que aperativos del procedimiento anti-
fairético, i.e., su use como criterio de conmensurabilidadfinconmensurablidad. Conforme a este criterio, dos
magnitudes son conmensurables si y sdlo si cabe determinar efectivamente, por el procedimiento antifairét-
co, la existencia de medida commin. Por ende, siempre que la serie de sustracciones reciprocas proceda in-
definidamente sin llegar a un resultado efectivo, tendremos una sefial de que las magnitudes en cuestidn son
inconmensurables. En otras palabras, la efectividad o la no efectividad del algoritmo antifairético es una con-



dicidn que determina respectivamente la conmensurabilidad o la inconmensurabilidad.
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Digo ahora que también es la mayor. Pues, si no, habrd una magnitud mayor que
AZ que medird a AB, TA. Sea H. Asi pues, dado que H mide a AB, mientras que AB
mide a EA, entonces H medird a EA. Pero mide también a la (magnitud) entera ['A;
luego H medird también a la (magnitud) restante I'E. Pero T'E mide a ZB; luego H me-
dird también a ZB. Pero también mide a la (magnitud) entera AB y medird también a
la (magnitud) restante AZ, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Luego ninguna
magnitud mayor que AZ medird a AB, I'A, por tanto AZ es la medida comiin maxima de
AB, TA.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comiin méxima, AZ, de las dos magnitu-
des dadas AB, TA. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a dos magnitudes, medird
también a su medida comin maxima.'™

PROPOSICION 4

Dadas tres magnitudes conmensurables, hallar su medida comin mdxima.

Sean A, B, I las tres magnitudes conmensurables dadas. Asi pues, hay que hallar la
medida comtin mdxima de A, B. I.

Tomese, pues, la medida comin mixima de A, B y sea A [X 3]. Pues bien, 0 A mide
a I' o no la mide. En primer lugar, midala. Asi pues A mide a I, y mide también a A, B,
entonces A mide a A, B, T; por tanto A es una medida co-
miin de A, B, I'. Y esté claro que también la mayor, porque A} 1
una magnitud mayor que la magnitud A no mide a A, B.

No mida ahora AaT. o

Digo en primer lugar que I', A son conmensurables. 1}

Porque como A, B, I" son conmensurables, las medird
alguna magnitud que evidentemente medirad también a A, B; e By
de modo que la medida comin méixima de A, B medird tam-
bién a A. Y mide también a I'; de modo que la antedicha magnitud medird también a o,
la medida comuin maxima de A, B [X 3 Por.], luego I, A son conmensurables.

Pues bicn, témese su medida comiin midxima y sea E [X 3]. Asi pues, dado que E
mide a A, mientras que A mide a A, B, entonces E medird también a A, B. Pero mide
también a I'. Luego E mide a A, B, I'; por tanto E es una medida cominde A, B, T".

Digo ahora que también la mayor.

Pues, si es posible, sea Z una magnitud mayor que E y mida a A, B, I'. Ahora bien,
puesto que Z mide a A, B, T', entonces medird también a A, B y a la medida comiin ma-
xima de A, B [X 3 Por.]. Pero la medida comiin méixima de A, B es A; entonces Z mide
a A. Pero mide también a I'; luego Z mide a A. Y mide también a I'. Por tanto Z mide a
I', A; entonces Z medird también a la medida comin médxima de I', A [X 3 Por.]. Pero
es E; luego Z medird a E, la mayor a la menor; lo cual es imposible. Por tanto, ninguna

106, X 3 aplica a lax magnitudes el procedimiento empleado en VII 2 para los ndmeros, Sobre la pro-



d'algerihmes, Fans, 1%Y3; cap. 4, pags. 129-108.
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(magnitud) mayor que la magnitud E mide a A, B, T; luego la medida comin miéxima
de A, B, NesE, si Anomide aTl’, y si la mide, es la propia (magnitud) A.

Por consiguiente, se ha hallado la medida comiin miaxima de las tres magnitudes
conmensurables dadas.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si una magnitud mide a tres magnitudes, medird
también a su medida comin maxima.

De manera semejante se hallard la medida comin méixima de mas magnitudes y se
extenderi el porisma. Q. E. D.""

PROPOSICION 5

Las magnitudes conmensurables guardan entre si la misma razon gue un niimero guar-
da con un nimero.

Sean A, B magnitudes conmensurables.

Digo que A guarda con B la misma razén que un nimero con un nimero.

Pues, como A, B son conmensurables, alguna magnitud las medird. Midalas una
magnitud y sea I'. Y cuantas veces I mida a A, tantas unidades haya en A, y cuantas ve-
ces I’ mida a B, tantas unidades haya en E.

Asi pues, dado que T mide a A segiin las unida-  ___ * A
des de A y la unidad mide a A segiin sus unidades,
entonces la unidad mide al niimero A el mismo
nimero de veces que la magnitud I" a la (magni- —tE
tud) A; luego, como 'esa A, asi launidades a A
[VII Def. 20]; entonces, por inversidn, como A es a T, as{ A a la unidad [V 7 Por.].
Como I' mide a su vez a A segiin las unidades de E, mientras que la unidad mide tam-
bién a E segiin sus unidades, entonces la unidad mide a E ¢l mismo mimero de veces
que [ a B. Luego, como I' ¢s a B, asi la unidad es al (nimero) E. Pero se ha demostra-
do que también como A es a T, A es a la unidad. Luego, por igualdad, como A es a B,
asi el nimero A es al (mimero) E [V 22].

Por consiguiente, las magnitudes conmensurables A, B guardan entre si la misma
razon que el nimero A con el nimero E. Q. E. D.'®

107, Esta proposicion, al igual que la anterior con VII 2, coincide literalmenie con V11 3, sustituyendo
numero por magnitud,

108. La prueba descansa, en parte, sobre la nocién de proporcion prevista para los ndmeros y en el su-
puesto tcito de que los érminos que sean proporcionales en el sentido de la def. 20 del libro V11, también lo
serdn en el sentido generalizado de la def. 5 del libro V. Euclides, después de dar dos caracterizaciones autd-
nemas y separadas de la proporcionalidad, una para las magnitudes en el libro V y otra para los nimeros en
el libro V11, viene a suponer que las segundas pueden considerarse un caso particular de las primeras, De una
relacidn similar entre magnitudes y mimeros ya se habia hecho eco ARISTOTELES (Analiticos Segundos, 74al7,
75b4-5). Pero esta correspondencia entre las magnitudes conmensurables y los nimeros no deja de resul-
tar ahora un tanto inesperada. Se ha llegado a decir que la falta de una comrelacidn expresa entre unas ¥ oiros,
antes del libro X, constituye probablemenie la mayor laguna de los Elemenras en cuestidn de fundamentos
(1. MifELLER. on. o nde. 13R). Siugon. nor su narte. nroenr esiahlacer sea corresmondancia a nartie de nns
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PROPOSICION 6

St dos magnitudes guardan entre si la razén que un nimero (guarda) con un mimero,
las magnitudes serdn conmensurables.

Guarden, pues, las dos magnitudes A, B entre si la razén que el nimero A (guarda)
con el nimero E.

Digo que las magnitudes A, B son conmensurables.

Pues dividase A en tantas (magnitudes) iguales como unidades hay en A, y seaI 1gual
a una de ellas; y compdngase Z de tantas unidades iguales a I como unidades hay en E.

As{ pues, dado que, cuantas unidades hay en A, tantas magnitudes 1guales a I" hay
en A, entonces, la parte que la unidad es de A, la misma parte es también I' de A; luego,
como [ es a A, asi la unidad es a A [VII Def. 20]. Pero la unidad mide al nimero A; en-
tonces también I" mide a A. Ahora bien, dado que, como I es a A, asi la unidad es al
(ndmero) A, entonces, por inversién, como A es a I, asi el nimero A es a la unidad
[V 7 Por.]. Y puesto que, cuantas unidades hay en E, tantas hay a su vezen Z iguales a T,
entonces como I es a Z, asi la unidad es al (nimero) E [VII Def. 20]. Pero se ha de-
mostrado que también como A es a I', asi A la unidad; entonces, por igualdad, como A
esaZ,asi AaE [V 22]; ahora bien, como A es a E, as{ A a B; entonces, como A es a B,
asi también a Z [V 11]. Luego A guarda la misma razén con cada una de las (magnitu-
des) B, Z; por tanto, B es igual a Z [V 9]. Pero I' mide a Z; luego mide también a B.
Pero también a A; luego I' mide a A, B. Por tanto, A es conmensurable con B.

A B r
i ———
H
A z

F—t—t—

—E

Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si hay dos nimeros, como A, E, y una recta, como
A, es posible hacer una recta [Z], que sea a la recta como el niimero A es al mimero E.
Pero, si se toma una media proporcional de A, Z, como B, como A es a Z, asi el cua-
drado de A serd al cuadrado de B, es decir que como la primera es a la tercera, asf la
(figura) construida sobre la primera es a la figura semejante y construida de manera
semejante sobre la segunda [VI 19 Por.]. Pero como A es a Z, asi ¢l nimero A ¢s al ni-
mero E; entonces como el nimero A es al nimero E, asi también la figura construida
sobre la recta A'® a la figura construida sobre la recta B. Q. E. D.

PROPOSICION 7

Las magnitudes inconmensurables no guardan enfre si la razdn que un miimero guarda
COI Wit nmero.
Sean A, B, magnitudes inconmensurables.



109, To apod tés A euthelas, =la (figura construida) sobre la recta A».
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Digo que A no guarda con B la razén que un niimero guarda con un A
A
nimero.
Pues, s1 A guarda con B la razon que un nimero guarda conunna- B

mero, A serd conmensurable con B [X 6]. Pero no lo es; por tanto, A no
guarda con B la razén que un nimero guarda con un nimero.
Por consiguiente, las magnitudes inconmensurables no guardan entre si la razon..., etc.

PROPOSICION 8

Si dos magnitudes no guardan entre si la razdn que un niimero guarda con un niimero,
las magnitudes serdn inconmensurables. .
No guarden, pues, entre si las dos magmitudes A, B la razon que un ~ +———
nimero guarda con un ndmero. e
Digo que las magnitudes A, B son inconmensurables. ’
Pues, si son conmensurables, A guardara con B la raz6n que un mimero guarda con un
nimero [X 5]. Pero no la guarda; por tanto, las magnitudes A, B son inconmensurables.
Por consiguiente, si dos magnitudes guardan entre si..., etc.

PROPOSICION 9

Los cuadrados de rectas conmensiurables en longitud guardan entre si' la razdn quie un nii-
mere cuadrado guarda con un niimere cuadrado; v los cuadrados que guardan entre si la
razdn que un niimero cuadradeo guarda con un mimero cuadrado tendrdn también los lados
conmensurables en longitud. Pero los cuadrados de las rectas inconmensurables en longi-
tud no guardan con un enire si la razon que un mimero cuadrado guarda con un nimero
cuadrado, y los cuadrados que no guardan entre si la razdn que un ntimero cuadrado guar-
da con un niimero cuadrado tampoco tendrdn los lados conmensurables en longitud.

Sean, pues, A, B conmensurables en longitud.

Digo que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B L S-S,
la raz6n que un nimero cuadrado guarda con un nimero r
cuadrado. per

Pues como A es conmensurable en longitud con B, en- =

tonces A guarda con B la razon gque un namero guarda con
un nimero [X 5]. Guarde la razén de I" a A. Pues bien, dado que, como A esa B, asi I
a A, mientras que el cuadrado de A guarda con el cuadrado de B una razén duplicada de la
que A guarda con B, porque las figuras semejantes guardan una razon duplicada de la de
sus lados correspondientes [VI 20 Por.]; y dado que el cuadrado de I" guarda con el cua-
drado de A una raz6n duplicada de la que I' guarda con A, porque entre dos niimeros
cuadrados hay un mimero que es media proporcional, y el mimero cuadrado guarda con el
nimero cuadrado una razén duplicada de la que el lado guarda con el lado [VIII 11]; lue-
go como el cuadrado de A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de I es al cuadrado de A.
Pero ahora. como el cuadrado de A es al cuadrado de B. sea asi el cuadrado de I' al



cuadrado de A:
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Digo que A es conmensurable en longitud con B.

Pues, dado que, como el cuadrado de A es al cuadrado de B, asi el cuadrado de I" al
de A, mientras que ¢l cuadrado de A guarda con ¢l cuadrado de B una razén duplicada
de la que A guarda con B, y el cuadrado de I' guarda con el cuadrado de A una razén
duplicada de la que I" guarda con A, entonces, como A esa B, asi T a A. Luego A guar-
da con B la razén que el mimero I” guarda con el nimero A. Por tanto A es conmensu-
rable en longitud con B [X 6].

Sea ahora A inconmensurable en longitud con B.

Digo que el cuadrado de A no guarda con el de B la razén que un niimero cuadrado
guarda con un niimero cuadrado.

Pues si el cuadrado de A guarda con el de B la raz6n que un nimero cuadrado guar-
da con un niimero cuadrado, A serd conmensurable con B. Pero no lo es; luego el cua-
drado de A no guarda con el cuadrado de B la razén que un nimero cuadrado guarda
con un nimero cuadrado.

No guarde ahora el cuadrado de A con el cuadrado de B la razén que un nimero
cuadrado guarda con un nimero cuadrado.

Digo gque A es inconmensurable en longitud con B.

Pues si A es conmensurable con B, el cuadrado de A guardard con el cuadrado de B
la razén gue un niimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado, pero no la guarda;
luego A no es conmensurable en longitud con B.

Por consiguiente, los cuadrados de (rectas) conmensurables en longitud, etc.""”

Porisma:

Y a partir de lo demostrado quedari claro que las rectas conmensurables en longi-
tud también lo son siempre en cuadrado, mientras que las conmensurables en cuadrado
no lo son siempre en longitud.""

LEMA

Se ha demostrado en los libros de aritmética que los nimeros planos semejantes guar-
dan entre si la razén que un nimero cuadrado guarda con un mimero cuadrade [VIII
26], y que si dos mimeros guardan entre sf 1a razon que un nimero cuadrado guarda con
un nimero cuadrado, son niimeros planos semejantes [VIII 26 conversa]. Y es evidente
a partir de esto que los nimeros planos no semejantes, es decir los que no tienen los la-
dos proporcionales, no guardan entre si la razén que un nimero cuadrado guarda con
un nimero cuadrado; pues, si la guardan, serdn planos semejantes; lo cual precisamen-
te se ha supuesto que no; luego los nimeros planos no semejantes no guardan entre si
la razén que un nimero cuadrado guarda con un nimero cuadrado.'"”

110. Un escolio a esta proposicidn (Schol. X, mim. 26) afirma que este teorema fue descubierto por Teeteto.

111. Heiberg atetiza cuatro parrafos situados a continuacion del porisma por considerarlos superfluos e
impropios del proceder habitual de Euclides, Un resumen del contenido de estos parrafos, no incluidos en ¢l
presenie texio, puede ser el siguiente:

Tras una especie de prueba o explicacion del porisma, se establece y explica que las rectas inconmensu-
rables en longiiud no son necesariamente inconmensurables también en cuadrado y que, sin embargo, aque-
Ilas rectas que son inconmensurables en cuadrado son siempre inconmensurables en longitud.

112. Lema sospechoso. HEATH lo atetiza (ed. cir., 111, pdg. 30). Sin embargo Heiberg lo mantiene pese a



sus reservas, algunas de las cuales hacen referencia a la proposicion siguiente.



Arquimedes
(287-212 a.C.)

VIDA Y OBRA

La estampa que hoy caracteriza a Arquimedes es su salto de la bafiera para correr des-
nudo por las calles gritando jHeureka! jHeureka! («jLo encontré! jLo encontré!») por-
que acababa de descubrir cdmo distinguir una corona de oro de otra de falso metal. Me-
nos conocido es su propio plan para identificar al mejor matemético de la Antigiiedad,
es decir, a si mismo, entre los demas impostores. En la antigua Grecia era comtin que
los matemiticos anunciaran Sus nuevos teoremas sin ni siquiera acompaiiarlos de prue-
bas. Cuando Arquimedes se dio cuenta de que otros proclamaban sus resultados como
propios, comenz6 a insertar entre sus enunciados dos o tres proposiciones falsas. Asf,
cuando los impostores anunciaban alguno de sus falsos descubrimientos, Arquimedes
podia ponerles en evidencia exponiendo piiblicamente sus errores.

Poco sabemos de la vida de Arquimedes. Segtin el general romano Marcelo, murié en
el aio 212 a.C. durante la Segunda Guerra Pinica a manos de uno de los soldados roma-
nos. La tradicion dice, ademids, que estaba trabajando en la geometria cuando la muer-
te le alcanzo, después de 75 afios de vida, lo cual situaria su nacimiento en el 287 a.C.
El padre de Arquimedes fue un astrénomo llamado Fidias, quien vivié y murid en la
ciudad griega de Siracusa, en la isla de Sicilia. Se dice que su familia pudo haber estado
emparentada con la casa real de Siracusa. De hecho, Arquimedes mantenia una relacién
muy proxima con el rey Hierdn I1.

Aunque, como en el caso de Euclides, carecemos de bastante informaci6n biografi-
ca, la comparacién entre uno y otro autor finaliza aqui. Mientras que al primero se le con-
sidera un gran recopilador —que apenas hubiera podido alcanzar resultados por si mis-
mo—, Arquimedes fue un hombre en muchos siglos avanzado a su tiempo, tanto como
matematico cuanto como ingeniero. De hecho, nuestro autor era sobre todo conocido en
la Antigua Grecia por sus logros en ingenieria para la casa real de Siracusa.

En cierta ocasion el rey Hierdn le reté a mover un gran peso con una fuerza pequeiia.



Entonces Arquimedes concibi6 la idea de la polea cuﬁlpuc-sta ¥y mostré como ;;Udi'a (fi-
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cilmente) arrastrar a la costa un barco de tres mdstiles que 100 hombres apenas podian
mover con dificultad. Segun Plutarco, fue esta historia la que origind que Arquimedes
pronunciara una de sus mds famosas sentencias: «dadme un punto de apoyo y moveré
el mundos.

Plutarco y otros historiadores de la Antigiledad, como Polibio y Livio, describen
como simplemente fantdsticos sus inventos balisticos desarrollados para la defensa de
Siracusa contra el ejército romano que guiaba el general Marcelo. Dice Plutarco:

... cuando Arquimedes comenzd a emplear sus ingenios, dispard inmediatamente contra
las fuerzas de tierra toda suerte de proyectiles, e inmensas masas de piedra cayeron con in-
creible ruido v violencia; contra lo cual ningiin hombre pudo ofrecer resistencia, porque de-
rmbaban a tedos aguellos sobre quienes caian, a montones, rompiendo todas sus filas y destro-
zando sus estrategias. Mientras tanto grandes postes empujaban desde las murallas los barcos
y hundieron algunos mediante grandes pesos que dejaban caer desde encima de los mismos;
ofros los levantaban en el aire con una mano de hierro o un pico de ave como un pico de gru-
lla y, cuando los habian colgado por la proa, y puesto de punta sobre la popa, los hundfan
hasta el fondo del mar; o bien los barcos, colgados por los ingenios de dentro, y hechos girar
violentamente, eran arrojados contra las afiladas rocas que sobresalian de las murallas, con
gran destruccion de los soldados que estaban a bordo de ellas. Un barco era frecuentemente

levantado a gran altura en ¢l aire (algo horrible de contemplar), y era sacudido de acd para
alld, y se mantenia meciéndose, hasta que los marineros eran todos arrojados, cuando efa
arrojado en toda su longitud contra las rocas o dejado caer.

Arguimedes podia, ademis, sumergirse completamente en un problema y permane-
cer aislado de lo que le rodeaba, tal y como Plutarco atestigua de nuevo;

A menudo los criados de Arquimedes le llevaban a los bafios contra su voluntad, para la-
varle y ungirle, y aun estando allf, siempre estaba dibujando figuras geométricas, incluso en
las mismas cenizas de la chimenea. Y mientras lo estaban ungiendo con aceites y dulces per-
fumes, con sus dedos dibujaba lineas sobre su cuerpo desnudo, hasia tal punto estaba fuera
de s, v llevado a un éxtasis o trance, con el deleite que tenfa en el estudio de la geometria.

Su costumbre de abstracrse de lo que le rodeaba llegé a costarle la vida. Sus logros
construyendo ingenios bélicos le convirtieron en el primer objetivo de la armada roma-
na que invadi6 Sicilia durante la Segunda Guerra Punica. La leyenda cuenta que un sol-
dado romano encontré a Arquimedes dibujando unas figuras en la arena. El soldado en-
tonces le ordend que detuviera aquello que estuviera haciendo y que le acompaiiara
inmediatamente, a lo que Arquimedes contesté que no podia, que necesitaba mds tiem-
po para resolver el problema que tenia en la cabeza. Enfurecido, el soldado borré las fi-
guras de la arena y jle atraveso con su espada!

Los trabajos matemdticos de Arquimedes se dividen en tres grupos:

1. Los relacionados con las dreas y sdlidos circunscritos por curvas y superficies.
Estos incluyen Sobre la esfera y el cilindro, Medida del circulo, y el Método.

2. Los que analizan geométricamente problemas sobre hidrostitica y estdtica.

3. Obras misceldneas, especialmente las que enfatizan el hecho de contar, como por
ejemplo El arenario.

El presente volumen incluye Sobre [a esfera v el cilindro, Medida del circulo, El

1 RS r



arenaria 'y €l Meroda.
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La version de Medida del circulo conocida por nosotros no es un buen paradigma
del trabajo de Arquimedes. Contiene sélo tres proposiciones, y la segunda, que com-
para el drea de un circulo con el cuadrado dado por su didmetro, depende de la terce-
ra proposicion, la cual afirma que la razdn entre la circunferencia del circulo y su did-
metro s mayor que 3 1/7, pero menor que 3 10/71, una excelente acotacién del
nimero .

La primera proposicion es sin duda la de mayor interés para nosotros. Afirma que el
drea de un circulo es 1gual al drea de un tridngulo rectingulo con un cateto 1gual al ra-
dio del circulo, y el otro es igual a su circunferencia. Obsérvese la interesante manera
en que el enunciado de Arquimedes iguala el drea encerrada por una curva (el circulo),
con el drea englobada por lineas rectas (los catetos de un tridngulo rectingulo). Hoy en
dia, expresamos el drea de un circulo como 7, mientras la relacién de Arquimedes,
utilizando la notacion moderna, se expresaria como 1/2 (2nr) r.

Para demostrar teoremas sobre ¢l drea o el volumen de una figura limitada por cur-
vas o superficies, Arquimedes empleaba el llamado «método de exhaucién», al que
también se hace referencia como «método indirecto de prueba, que evita el empleo de
limites», segiin reza ¢l lema arquimediano epénimo. El lema enuncia que «dadas dos
diferentes lineas, superficies o sdlidos, el mayor excede al menor por una cantidad tal
que, afiadida a si misma, puede exceder una magnitud asignada del tipo de magnitud
comparada con la otra». Por lo general, en las demostraciones basadas en el ya men-
cionado reductio ad absurdum Arquimedes utilizaba herramientas de este tipo:

Arquimedes empieza su demostracion reconociendo que si el cfrculo ABCD no es
igual al triangulo rectdngulo K, entonces debe ser mayor o menor que K. La primera
parte de la demostracién supone que el drea del circulo es mayor que el drea del tridn-
gulo rectdngulo K. Inicia su prueba inscribiendo el cuadrado ABCD dentro del efrculo.
Continuda seccionando los arcos AB, BC, CD y DA, y sigue partiendo estas mitades una
y otra vez en mis mitades hasta que los lados del poligono inscrito cuyos vértices son
los puntos de la infinita biseccién estdn tan cerca del circulo que el drea comprendida



entre éste y el poligono inscrito es menor que la supuesta diferencia entre las dreas del
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circulo y del tridngulo K. De este modo, razona, el drea del poligono inscrito debe ser
mayor que el drea de K.

En la segunda parte de la prueba, Arquimedes considera la perpendicular ON del
centro del circulo O al lado AE. Dado que AE es parte del poligono inscrito dentro
del circulo, el segmento ON debe ser menor que el radio del circulo, y el perimetro del
poligono debe ser menor que la circunferencia del circulo, el otro lado del tridngulo
rectingulo K. Por tanto, el drea del poligono inscrito debe ser menor que el drea del
tndngulo K. Contrariamente a lo que se acababa de demostrar en la primera parte, la
segunda parte demuestra que el drea del circulo no puede ser menor que el drea de K.

Muchos de los teoremas demostrados por Arquimedes habian sido enunciados y
probados erréneamente con anterioridad. Junto a éstos, sin embargo, también dio con
muchos resultados totalmente novedosos.

El Métode nos ofrece una muestra de cémo Arquimedes descubrié nuevos teore-
mas. En el prefacio de Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes escribid:

Como después se me ocurrieron teoremas dignos de mencion, me he estado ocupando en
sus demostraciones. Y son éstos: primero, que la superficie de toda esfera es el cuddruple del
circulo miximo de los que hay en ella [...] Estas propiedades de las figuras mencionadas
existian desde antes en la naturaleza, pero eran desconocidas por quienes se dedicaron a la
geometrfa antes que nosotros [...] Por ello yo no dudaria en comparar estas proposiciones
con las estudiadas por otros gedmetras y entre ellas, con las de Euvdoxo relativas a los cuer-
pos solidos, que parecen tan sobresalientes: la de que toda pirimide es un tercio del prisma
que tiene la misma base que la pirdmide e igual altura, y que todo cono es la tercera parte del
cilindro que tiene la misma base que el cono e igual altura. Aunque por naturaleza estas figu-
ras tenfan desde antes estas propiedades y aunque habian existido antes de Eudoxo muchos
gedmetras dignos de mencidn, ocurrid que fueron ignoradas por todos y que ninguno cayd en
la cuenta. [Ahora, sin embargo] quienes estén capacitados podrin examinarlas.

El Mérodo contiene la historia mds interesante de toda la obra de Arquimedes. Du-
rante mucho tiempo, el ensayo sélo era conocido por una oscura referencia recogida en
la enciclopedia alfabética bizantina del siglo x conocida con el nombre de Suidas. Ahf
aparece mencionado un comentario a la obra de Arquimedes escrito por Teodosio de
Bitinia en el siglo m a.C. En general, los matemiiticos temian que la publicacion de sus
resultados ayudara a encontrar un método universal que los privara de éxito. De hecho,
Descartes sospechaba que Arquimedes habia escondido el Método para que nadie pu-
diera beneficiarse de €l. Por fin, en 1899, el gricgo Papadopoulos Kerameus descubrié
un palimpsesto' en la biblioteca de Estambul y consigui6 leer algunas de las Iineas del
texto antiguo que se escondian bajo el nuevo. Tras esas pocas lineas, el filélogo cldsico
danés Johan Ludvig Heiberg reconocié rasgos de estilo arquimedianos, y sospeché que
el manuscrito podfa esconder un trabajo de nuestro matemdtico. Cuando por fin pudo
examinar el palimpsesto, Heiberg debid de alucinar: Kerameus habia hallado el tratado
largo tiempo perdido, el Método, que comienza diciendo, «Arquimedes saluda a Era-
tostenes». La presencia de otros trabajos arguimedianos en el mismo codice palimpses-
to ayudd a confirmar la autorfa.

El primer texto del manuscrito Kerameus-Heiberg fue copiado en el siglo x. Mds
adelante, en el siglo x11, un monje habria intentado borrar la tinta original para copiar
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encima un libro de salmos. El monje no debia de tener ni idea de lo que estaba borran-
do. Ni tampoco imaginaba el valor que llegaria a adquirir su copia: en 1998 la casa de
subastas Christies lo vendié jpor dos millones de délares!

La técnica de Arquimedes en el Mérodo asume que los s6lidos estin compuestos
por elementos planos de densidad uniforme. El volumen de un cuerpo X se puede cal-
cular situdndolo en ¢l mismo ¢je, bicn con una sola figura B, bien con dos figuras B y
C. Arquimedes supone entonces que todas las figuras estdn cortadas por planos parale-
los, todos perpendiculares al eje anterior. Las figuras B y C se escogen de tal modo que:

1. Sus centros de gravedad y los centros de gravedad de sus elementos planos com-
parten el eje escogido.

2. Sabemos el valor de sus volimenes.

3. Los elementos planos de B pueden ser comparados a los elementos planos de X
(si es posible también con los elementos planos de C).

El dltimo requisito necesita, pues, que el investigador descubra dos figuras B y C
idéneas para calcular el volumen de X. Una vez que Arquimedes establecia la relacion
entre los correspondientes elementos planos, quedaba configurado un eje hasta el pun-
to 7tal que la longitud T¢ resultara apropiada al problema, otra demanda para la capa-
cidad del investigador, que adem:is actuard como palanca sobre el punto de apoyo ¢.

Para cada elemento plano x de X (asi como ¢ de C, si ésta fuera necesaria para re-
solver el problema), Arquimedes sitda el correspondiente elemento y de igual drca, y
con centro de gravedad en T, tal que y actuando sobre T equilibre la correspondiente
fuerza del elemento & actuando sobre la posicién de (f); esto es y : b= ¢f : ¢1. Para el
siguiente paso, Arquimedes recompone la figura Y formada por los elementos planos y.
Su volumen resulta igual al volumen de X (o X mds C, si esta hubiera sido necesaria).
Si Y ha sido formado por un sélido de densidad uniforme, Arquimedes llegaba a la
conclusiéon de que su centro de gravedad reside, pues, en 7. Dado que todas las partes
en T equilibran las partes de B actuando sobre B, la totalidad de Y sobre 7 queda
equilibrada por la totalidad de B sobre su propio centro de gravedad o. Sin embargo,
B ha sido escogido tal aue tanto su volumen (v su peso) como su centro de gravedad
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(en cl eje) sean conocidos. En consecuencia, Arquimedes determinaba el volumen de la
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figuraY de la ecuacitn Y:B = ¢o:¢T , a partir de la cual se concluye que X =Y (o bien
X=Y-0)

El titulo completo de esta obra, Métode de Arquimedes sobre los teoremas mecdni-
cos, subraya la visién de Arquimedes de que las demostraciones en su trabajo no podfan
ser calificadas como demostraciones rigurosamente matenmuiricas. Las demostraciones
en el Método dependen de suposiciones fisicas sobre las figuras usadas en ellas y en el
principio de la palanca, un principio puramente mecédnico.

Asf que, dada la palanca apropiada, Arquimedes no sélo podia mover la Tierra, tam-
bién podria haber descubierto nuevas verdades matemiticas.
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SOBRE
LA ESFERA Y EL CILINDRO

LIBRO I

Arquimedes a Dositeo, jsalud!

De las proposiciones que habia estudiado redacté y te envié antes con su demostra-
cion la de que todo segmento comprendido por una recta y una paréibola es cuatro tercios
del tridngulo que tiene la misma base y la misma altura que el segmento.’

Como después se me ocurrieron teoremas dignos de mencién, me he estado ocu-
pando en sus demostraciones. Y son €stos: primero, que la superficic de toda esfera es
el cuddruple del circulo méiximo de los que hay en ella;? luego, que la superficie de todo
casquete esférico es igual a la del circulo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el
vértice del casquete a la circunferencia del circulo que sirve de base al casquete;? ade-
mis de éstos, que en toda esfera, el cilindro que tiene su base igual al circulo mdximo
de los de la esfera y una altura igual al diametro de la esfera, es €]l mismo una vez y me-
dia la esfera y su superficie una vez y media la de la esfera.*

Estas propiedades de las figuras mencionadas existian desde antes en la naturale-
za, pero eran desconocidas por quienes se dedicaron a la geometria antes que nosotros,
porque a ninguno se le ocurnd que hubiera una conmensurabilidad entre estas figuras,
Por ello yo no dudaria en comparar estas proposiciones con las estudiadas por otros
gedémetras y entre ellas, con las de Eudoxo relativas a los cuerpos sélidos, que parecen
tan sobresalientes: la de que toda piramide es un tercio del prisma que tiene la misma
base que la pirdmide e igual altura, y que todo cono es la tercera parte del cilindro que
tiene la misma base que ¢l cono e igual altura.* Aunque por naturaleza estas figuras te-

1. Meér 1y Cuadr Parab. 1T: «Tado segmento comprendide por una recta y una pariibola es cuatro ter-
cios del trifingulo que tiene por base la misma que ¢l segmenio e igual alturas.

2. Esf cil. 1 30 «La superficie de una figura circunscrita en tormo a la esfera es mayor que el cuddruple
del efreulo méximo de los de la esferam,

3. Mér. Ty Esf eil 140: «La superficie de la figura circunscrita én torno a un casguete s mayor que la
del efrculo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del
circulo que sirve de base al casquetes.

4, Mérn 2y Esf. cil. 134, corol.: «Todo cilindro que tiene por base un cireulo méximo de los de la esfera
y la altura igual al didmetro de la esfera es una vez y media la esfera y su superficie, incluidas las bases, es
una vez y media la superficie de la esferas.

5. No se nos conservan los fextos correspondientes de Eudoxo, pero los enunciados y sus demostracio-
nes fueron recogidos por EUCLIDES, respectivamente en Elementos X117, corolario: «Toda pirdmide es la ter-
cera parte del prisma que tiene la misma base que ella e igoal alturas y Elemenios XII 10: «Todo cono es la
lercera parte del cilindro que tiene la misma base que €l e igual altura.
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nian desde antes estas propiedades y aunque habian existido antes de Eudoxo muchos
gedmetras dignos de mencidn, ocurrié que fueron ignoradas por todos y que ninguno
cayd en la cuenta. Quienes estén capacitados podrdn examinarlas. Hubiera yo debido
publicarlas en vida de Conén, pues le consideraba especialmente capaz de meditar so-
bre ellas y emitir un juicio adecuado; considerando que es conveniente comunicarlas a
los familiarizados con las matemdticas, he redactado para envidrtelas las demostracio-
nes sobre las que podrin investigar quienes se dedican a las matemdticas.

Que sigas bien.

Van primero las definiciones y postulados para las demostraciones.

DEFINICIONES

1. En el plano hay algunas lineas curvas finitas que o bien eslédn enteras por el mismo
lado de las rectas que unen sus extremos o bien no tienen ninglin punto por el otro
lado.

2. Llamo concava por el mismo lado a una linea tal que si en ella tomamos dos puntos
cualesquiera, las rectas entre esos puntos o bien caen enteras hacia el mismo lado de
la linea o bien una parte hacia el mismo lado y otra sobre la propia linea, pero nin-
guna hacia el otro lado.

3. lIgualmente existen también superficies finitas que no estin situadas ellas mismas
en un plano, pero tienen sus extremos en un plano, las cuales estarin o bien enteras
hacia el mismo lado del plano en el que tienen sus extremos o bien no tendridn nin-
guna parte hacia el otro lado.

4. Y llamo céncavas hacia el mismo lado a superficies tales que, si se toman dos pun-
tos en ellas, las rectas entre esos puntos caen o bien enteras hacia el mismo lado de
la superficie o bien una parte hacia el mismo lado y otra sobre la propia superficie,
pero ninguna hacia el otro lado.

5. Cuando un cono que tiene su vértice en el centro de una esfera corta a la esfera, lla-
mo sector sélido a la figura comprendida por la superficie del cono y la superficie
de la esfera en el interior del cono.

6. Cuando dos conos que tienen la misma base tengan los vértices cada uno a un lado
del plano de la base de manera que sus ejes estén situados en linea recta, llamo rom-
bo sélido a la figura sélida compuesta por ambos conos.

POSTULADOS
Postulo lo siguiente:
1. De las lineas que tienen los mismos extremos la recta es la mis corta.®

6. Aungue matemiticos de la talla de Procuo, seguidos de autores como HEsTH (The Works of A rehime-
des, Nueva York, Dover, 2002, 3) v una larga tradicion matemitica (presenie en los libros de texto hasia hace
bien poco) han considerado la presente una «definicién», no debemos dejar de hacer notar que el texto grie-
go parcce indicar que Arguimedes lo presenta como un postulado, va que ¢l verbo que introduce la frase es
fambdnd («asumo»). La presencia del subiitulo «postulados» es argumente de menos pesa. puesto que tal
subtitulo, asi como la numeracidn de los «postuladoss, no figura en los manuseritos, sino que es obra de To-
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2. De las otras lineas, si estando en un plano tienen los mismos extremos, tales lineas
son desiguales, siempre que ambas sean céncavas hacia el mismo lado y o bien una
de ellas esté completamente comprendida por la otra y la recta que tiene los mismos
extremos que ella, o bien una parte esté comprendida v otra parte sea comtn: y la
linea comprendida es menor.

3. De modo semejante, de las superficies que tienen los mismos extremos, si tienen |os
extremos en un plano, la menor es el plano.

4. De las otras superficies que también tienen los mismos extremos, si los extremos
estdn en un plano, tales superficies son desiguales, puesto que si ambas superficies
fueran cdncavas hacia el mismo lado, o bien una superficie estard comprendida en-
tera por la otra y por el plano que tiene los mismos extremos que ella, o bien una
parte estard comprendida y otra la tendrd en comiin; y la superficie comprendida
Sera menor.

5. Y ademis, en las lineas desiguales y las superficies desiguales y los solidos desigua-
les el mayor excede al menor en una magnitud tal que, anadida a si misma, es capaz
de exceder cualquier magnitud propuesta de las que decimos que guardan razén.”

relli. Los griegos conocieron varias definiciones de la recta. La definicidn euclidiana, de cardcter geoméirico,
«Linea recta es la que yace por igual respecto a los puntos que hay en ella» (Elementos | def. 4) —precedida
en 1, def. 2 de la definicién de linea como «longitud sin anchura»—; la platonica «Recto es aquello cuyo me-
dio estd enfrente de ambos extremos», de cardcter dplico (Parménides 137e); v la de Arquimedes que figura
en este texto, de cardcter fisico y la dnica que puede ser sometida a prueba, Cf. el amplisimo comentario de
Heat a las definiciones euclidianas mencionadas en The Thirteen Books of the Elements, 3 vols., Nueva
York, 1956%F, vol. I, pigs. 158-163 v 165-169, v CH. MUGLER, «Sur I'histoire de quelques définitions de la
géoméirie precqgue et les rapports entre la géoméirie et 'opliques, L'Antiguité Classique 26 (1957), 331-345.
En espafiol puede verse EucLipes, Elementos 1, def. 4 (traduccitn y nota de M. L. PUERTAS en Gredos, Ma-
drid, vol., 155, 1994). La prueba nos la ofrece EvTocro, Coment,, 6 recurriendo a EucLIngs 1 20 «En lodo
tridngulo, dos lados tomados juntos de cualquier manera son mayores que ¢l restante» ¥ estd expresada como
sigue: «Sea en un plano un segmenio de recia AB, y oira linea AT'B que tenga los mismos extremos A, B.
Pide que se le acepte que AB es menor que ATB. Afirmo que lo que pestulaba era cierto, Tomese en la recta
ATB un punto al azar I' y wécense AT, B, Es evidente que la suma de AT, T'B es mayor que AB [Elem. 1 20].
Tamense de nuevo en la linea AIB dos puntos al azar A, E, v tricense AA, Al I'E, EB. De modo semejante,
también aqui es evidente que la suma de las dos lineas AA, AT es mayor que AT, ¥ que la suma de las dos
lineas TE, EB es mayor que TB. De manera que la suma de las lineas AA, AT, TE, EB es mucho mayor que AB.
De manera semejante, si tomamos otros puntos entre los ya tomados y trazamos rectas que unan los recién
tomados, hallaremos gque dslas sigu.cn siendo mayores que AB, v haciendo esto repetidamente hallaremos
que las rectas que més se aproximan a la Iinea ABT son adn mayores. A pantir de esto es evidente que esta
recta s mayor que AB, ya que s posible, trazando rectas (desde los extremos) hasta cualquiera de sus pun-
tos, tomar una linea compuesta de rectas tal que se demuestre, mediante los mismos razonamientos, que ella
misma cs mayor gue ABs.

7. El sentido de las dltimas palabras de este postulado (14n pras dlléla legoméndn) se ha tenido, en gene-
ral, por poco claro, como pruchan las distintas tradueciones gue se han dado, CFL Dusterauis, Archimedes, Prin-
ceton, 1987, pdgs. 146-149. en donde aparecen recogidas y comentadas las diversas versiones. Sin embargo, Ia
expresidn coincide exactamente con la empleada por Eucripes en Efemenios V, def. 4 («Se dice que guardan
relacidn entre si —pros dlléla échein— las magnitudes que al multiplicarse pueden exceder la una a la otra»),
por lo que entiendo que la interpretacion, se raduzean los pasajes como se traduzcan, debe ser la misma para
ambos. De hecho, independientemente de la cuestidn de la literalidad, este postulado se ha interpretado siempre
como una extensién de ese principio, atribvido, como el resto del contenido del libro 'V de los Elementos, a
Eudoxo. Para Dijksterhuis, sin embargo, se trata también del rechazo de ciertos métodos iitiles como herramientas
heuristicas, pero matemdticamente poco rigurosos, y piensa que hay que inlerpretar este quinto postulado en el
sentido que sigue: «si dos magnitudes satisfacen ¢l axioma de Eudoxo una respecto a la otra. también su di-
ferencia satisface ese postulado respecto a cualgquier magnitud de la misma especie homogénea com ambass.
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Supuesto esto, si se inscribe un poligono en un circulo, es evidente que el perimetro
del polfgono inscrito es menor que la circunferencia del circulo, pues cada uno de los
lados del poligono es menor que el arco de circunferencia del cfrculo cortado por €L

PROPOSICION 1

Si se circunscribe un poligono a un circulo, el perimetro del poligono circunscrito es ma-
yor que el perimetro del circulo.

Circunscribase al circulo el poligono supuesto.

Digo que el perimetro del poligeno es mayor que el perimetro del circulo.

Puesto que la suma de BAA es mayor que el arco de cir-
cunferencia BA, ya que comprende el arco de circunferen-
cia que tiene los mismos extremos [Post. 2] e, igualmente,
la suma de AT", I'B es mayor que el arco AB, y la suma de
AK, K© mayor que el arco AO, y la suma de ZHO mayor
que el arco 26, y también la suma de AE, EZ mayor que el
arco AZ, entonces el perimetro entero del poligono es ma-
vor que el perimetro del circulo.

PROPOSICION 2

E Dadas dos magnitudes desiguales es posible hallar dos rectas desiguales
de modo que la recta mayor guarde con la menor una razdn menor que
la magnitud mayor con la menor.
HA Sean AB, A dos magnitudes desiguales y sea mayor AB.

Digo que es posible hallar dos rectas desiguales que cumplan la indi-
cacion dada.
- Pongase, segun la segunda proposicion del Libro I de Euclides
[Elem. 1 2], la magnitud BI igual a A y pongase una linea recta, ZH; la
magnitud I'A sumada a si misma excederd de A [Post. 5]. Multipliquese
A entonces y sea A®, y cuantas veces es miltiplo A® de AT, otras tantas
veces sea miltiplo ZH de HE.

Por tanto, ®A es a AT como ZH a HE [Elem. V 15]; y por inversién
B [Elem.V 7, cor.], EH es a HZ como Al es a AG. Y puesto que A es ma-
yor que A —es decir, que 'B—, entonces I'A guarda con A© una razén
z' @ menor que la de I'A con ['B [Elem. V 8]. Pero I'A es a A® como EH a

HZ; luego EH guarda con HZ una raz6n menor que la de ['A con I'B; y

por composicién [Elem. V, def. 14], EZ guarda con ZH una razén menor que AB con
BT.2Y BI esigual a A; luego EZ guarda con ZH una razén menor que AB con A.

8. [Por el lema), afaden los manuscritos; mas si alguna vez existio tal lema, no se nos ha transmitido;
Paro (HuLtscH, 11, 684) y Eutocio (16, 11-18, 22) demuestran el aserto.
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Luego han sido halladas dos rectas desiguales que cumplen la indicacién dada.”

PROPOSICION 3

Dadas dos magnitudes desiguales y un circulo, es posible inscribir en el circulo un po-
ligono y circunscribir otro de modo que el lado del poligono circunscrito guarde con el
lado del poligono inscrite una razdn menor gue la magnitud mayor con la menor.

Sean A, B las dos magnitudes dadas, y el circulo dado, el supuesto.

Digo que es posible cumplir la indicacién.

Hillense dos rectas, ©, KA, de las cuales sea © la mayor, de manera que © guarde
con KA una razén menor que la magnitud mayor con la menor [Prop. 2], y desde A tra-
cese AM perpendicular a AK [Elem. 1 11] y desde K tracese KM igual a ©," y tricen-
se dos didmetros del circulo mutuamente perpendiculares, I'E, AZ.

A
1]

A M

Al cortar por 1a mitad el dngulo comprendido por AHT, y la mitad de éste por la mi-
tad, y obrando asi sucesivamente, dejaremos un dngulo menor que el doble del com-
prendido por AKM. Dejémoslo, y sea el comprendido por NHI', y tracese la recta N['.
Entonces, NT" es el lado de un poligono equildtero.!!

Y cortese por la mitad el dngulo comprendido por TTHN mediante la recta HZ, y
desde el punto E tricese OZI1 tangente al circulo, ¥ prolénguense las rectas HNII,
HT'O. De modo que también ITO es el lado del poligono circunscrito al circulo, tam-
bién equildtero. Puesto que el dngulo comprendido por NHT es menor que el doble del
dngulo comprendido por AKM, v es el doble del comprendido por THI', entonces el

9. [Es decir, gue la mayor giranda con la menor una razén menor que la magnitud mayor con la menor].

10. [Pues esto es posible].

11. [Puesio gue el dngulo comprendide por NHI medird al comprendide por AHT que es recto, y en-
tonces el arco NI medivd a TA, gie es un cuarto de cirenlo; de manera que también medind al efroudo. Lue-
goes el lado de un poligono equildiere, pues esio es evidente]. En EUT. 18, 29-30), esta expresion figura como
«de un poligono equilitero de mimero par de lados»,
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comprendido por THI" es menor que el comprendido por AKM. Y los dngulos de vér-
tice en A, T son rectos. Entonces MK guarda con AK una razdén mayor que I'H con HT.
Y I'H es igual a HZ; de manera que HE guarda con HT —es decir, no con NI'— una ra-
zén menor que MK con KA. Y ademis, MK guarda con KA una razén menor que A
con B."* Y O es el lado del poligono circunscrito, y TN el del inscrito.

Que es lo que se habia propuesto hallar.

PROPOSICION 4

Habiendo de nuevo dos magnitudes desiguales v un sector, es posible circunscribir un
poligono al sector e inscribir otro, de manera que el lado del circunscrito guarde con
el lado del inscrito una razén menor gue la magnitud mayer con la menor.

Sean de nuevo dos magnitudes desiguales E, Z, de
las cuales sea E la mayor, y un circulo ABI” que tenga
por centro A; y constriyase en el punto A el sector
AAB.

Hay que circunscribir un poligono ¢ inscribir otro
en el sector ABA, que tenga sus lados iguales excepto
BA, AA, de modo que se cumpla la indicacidn.

Hillense dos rectas desiguales H, K, y sea ma-
yor H, de manera que H guarde con ©K una razdon me-
nor que la que guarda la magnitud mayor con la menor
[Prop. 2];" y trazada desde el punto © una perpendi-
cular a KO del mismo modo [Prop. 3], prolénguese
KA hasta que sea igual a H." Una vez cortado por la mitad el angulo comprendido por
AAB, y cortada su mitad por la mitad y hecho esto sucesivamente, quedard un angulo
que sea menor que el doble del comprendido por AK®©. Quede, pues, el dngulo AAM;
entonces AM resulta ser el lado del polfgono inscrito en el circulo.

Y si cortamos por la mitad el dingulo comprendido por AAM mediante la recta AN y
trazamos desde N la recta ZNO tangente al eirculo, ésta serd el lado del poligono circuns-

cnito al mismo circulo y semejante al poligono indicado. Y de modo semejante a lo dicho
antes [Prop. 3], 20 guarda con AM una razén menor que la magnitud E con la magnitud Z.

PROPOSICION 5

Dado un circulo y dos magnitudes desiguales, circunscribir al circulo un poligono e
inscribir otro de manera que el circunscrito guarde con el inscrite una razon menor
que la magnitud mayor con la menor.

Péngase el circulo A y dos magnitudes desiguales E, Z, y sea E la mayor,

12. Por hipétesis, @ : KA < A : B, ¥ por construccidn MK = 6.
13. [Pues esta es posihie].
14, [Ex posible, puesto que H es mayor que 6K].
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Es preciso inscribir un poligono en el circulo y circuns-
cribir otro, de modo que se cumpla lo indicado.

Tomo dos rectas desiguales, I', A, de las cuales sea I la
mayor, de manera que I' guarde con A una razén menor que Z
E con Z [Prop. 2].Y si se toma H como media proporcional
de I', A [Elem. VI 13], entonces I serd mayor que H, Cir-
cunscribase al circulo un poligono € inscribase otro de ma-
nera gue el lado del poligono circunscrito guarde con el del A
inscrito una razén menor que I' con H* [Prop. 3]. ”

Por eso precisamente la razon de los cuadrados es menor que la razon de los cua-
drados.'®Y la razén del poligono al poligono es la razén del cuadrado del lado al cuadra-
do del lado [Elem. VI 20):"" la de T con A, cuadrado de la de T con H.

Luego el poligono circunscrito guarda con el inscrito una razdén menor que la de I’
con A; luego con mas razén el circunscrito guarda con el inscrito una razén menor que
lade E con Z.

PROPOSICION 68

De la misma manera demostraremos que dadas dos magnitudes desiguales v un sector,
es posible circunscribir al sector un poligono e inscribir otro semejante a él, de mane-
ra que el circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la magnitud mavaor
con la menar'

MR

Y también esto es evidente: si se da un circulo o un sector y un drea, v se inscribe en el
cirenlo o el sector un poligono equildrero v se repite la operacion en los segmentos que
quedan, es posible dejar unos segmentos del circulo o sector gue sean menores que el
drea propuesta, Esto se nos ha transmitido en los Elementos.™

k¥

15. [Conto acabaimos de aprender].

16. Es decir: «la razdn del cuadrado del lado del poligono circunscrito con el cuadrado del 1ado del po-
ligono inscrito es menor que la razdn del cuadrado de lado T con ¢l cuadrado de lado H», dado que, por
construccién, [ : A<E: Z

17, [Pues som semefantes].

18. La presente es una proposicién andmala en cuanto a la forma en la gue se rednen varios enunciados
de ficil demostracidn segin el método empleado en las proposiciones 2 a 5 v otro mds que si requiere de
explicacidn.

19. Cf. Prop. 4.

20. Laliteralidad de la frase parece dar a entender que la demostracién de este enunciado figurase va en los
Elementos. Lo que allf encontramos es que en Efem. X 1 se demuestra que «Dadas dos magnitudes desfgueales,
si de la mayor se quita una parte mayor gue si mitad v del resto se quita una parte mayor que su mitad y se pro-
cede ast repetidamente, quedard una magnitud gue serd menor gue la magnitud mernor propuestas. Esa pro-
posicidn se utiliza en Elem. X11 2, en donde se recurre a ese método al efecto de demostrar que «Los clirctios
son entre 5§ coma los cuadrados constriidos sobre sus didmetros». Allf podemos leer que osi e dividen por
la mitad las arcos gue van quedands y trazamoes rectas gue unam sus extremos ¥ actuamos asi repetidamen-
te, defaremos unos segmentos de cfrculo menores gue el exceso en que excede el circufo EZHO al drea B,
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Se ha de demostrar también que, dado un circule o un sector y un drea, es posibie cir-
cunscribir un poligono al circulo o al sector de modo que los segmentos que quedan
después de circunscribir sean menores que ¢l drea dada. Y tras demostrarlo en el caso del
circulo cabra traspasar el mismo razonamiento también al caso del sector.

Sean dados un circulo A v un area B.

Es posible circunscribir un poligono al cfrculo, de manera que los segmentos que
queden entre el circulo y el poligono sean menores que el drea B.

Pues habiendo dos magnitudes desiguales —mayor la suma del drea y el circulo, me-
nor el circulo— circunseribase al circulo un poligono e inscribase otro de manera que
el circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la indicada magnitud mayor
con la menor [Prop. 5]. Este poligono circunscrito es tal que las dreas que quedan en
torno® son menores que el drea propuesta B.

Si el poligono circunscrito guarda con el inscrito una razén menor que la suma del
circulo y el area B con el propio circulo, y el circulo es mayor que el poligono inscrito,
entonces con mas razon el poligono circunscrito guarda con el circulo una razén menor
que la suma del circulo y el drea B con el propio circulo [Elem. V 10]; y, por descom-
posicion [Elem. V, def. 15]. los restos del poligono circunscrito guardan con el circulo
una razén menor que ¢l drea B con el circulo.

Luego los restos del poligono circunscrito son menores que el drea B [Elem. V 10].

O asi:* puesto que el poligono circunscrito guarda con el circulo una razén menor
que la suma del circulo y el drea B con el circulo, por eso precisamente el poligono cir-
cunscrito serd menor que la suma. De modo que también (la suma de) todos los restos
serd menor que el drea B.

Y de modo semejante en el caso del sector.

21. Se refiere a las dreas que quedan entre el poligono y el cfrculo en torno al cual estd circunscrito.

22. La doble demostracitn para este enunciado es otra de las anomalias de esta proposicién; Eutocio co-
nocit la segunda de ellas, pues es la que cita en su Comenrario.

Heiberg (Arquintedes Opera omnia cum comentariis Eutocii, Leipzig, Teubner, 1913, vol. I, pig. 23)
considera improbable que las dos soluciones procedan de Arquimedes, y sugiere una solucién dnica, cuya
traduccion seria «El poligono circunscrito guarda con el inscrifo wna razdn menor que la de la suma del
circulo y el drea B con el circulo. Por ello precisamente el poligono circunscrito es menor que la suma de am-
bos; de manera que fambién los restos son menores que el drea By,
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PROPOSICION 7

Si en un cono isosceles se inscribe una piramide de base equildtera, la superficie de
ésta, excluida la base, es igual a un tridngulo que tenga su base igual al perimetro de la
base y por altura la perpendicular trazada desde el vértice hasta un lado de la base.

Sea un cono isdsceles cuya base sea el circulo ABT e inscribase en €l una pirdmide
que tenga la base equildtera ABT,

Digo que la superficie de ésta sin la base es igual al tridingulo dicho.

Puesto que el cono es isésceles y la base de la pirdmide es equildtera, las alturas de
los tridingulos que contienen la pirdmide son iguales entre si. Y esos tridngulos tienen
por bases las rectas AB, BI', A y por altura, la dicha. De manera que los triingulos son
iguales a un tridngulo que tenga por base una recta igual a (la suma de) AB, BI', A, y
por altura, la recta dicha [Elem. VI 11.%

PROPOSICION 8

Si se circunscribe una pirdmide a un cono isdsceles, la superficie de la pirdmide, ex-
cluida la base, es igual a la de un tridnguloe que tenga por base una recta igual al peri-
metro de la base y por altura la generatriz del cono.

Sea un cono cuya base sea el circulo ABT" y circunscribase una pirdmide de manera
que su base, esto es, el poligono AEZ, esté circunscrito al circulo ABT.

Digo que la superficie de la pirdmide, excluida la base, es igual al tridgngulo dicho,

Puesto que™ las rectas trazadas desde el centro del circulo hasta los puntos de tan-
gencia son perpendiculares a las tangentes [Elem. III 18], entonces también las rectas
trazadas desde el vértice del cono hasta los puntos de tangencia con las rectas AE, 7ZE,
ZA son perpendiculares a ellas.” Por tanto, las perpendiculares mencionadas HA, HB,
HT son iguales entre si, pues son generatrices del cono.

Sea el tridngulo ©®KA que tiene el lado ©K igual al perimetro del tridngulo AEZ y
la perpendicular AM igual a HA.

Puesto que el paralelogramo comprendido por AE, AH es el doble del triangulo EAH
[Elem. 141], y el comprendido por AZ, HB es el doble del tridingulo AZH, y el compren-
dido por EZ, I'H es el doble del triingulo EHZ, entonces el paralelogramo comprendido
por ®K y AH —esto es, MA— es el doble de (la suma de) los tridingulos EAH, ZAH,
EHZ. Y ademids el paralelogramo comprendido por @K, AM es el doble del tridngulo
AK® [Elem. 141].

Por eso la superficie de la pirdmide, excluida la base, es igual a un tnangulo que
tenga la base igual al perimetro de AEZ y por altura la generatriz del cono.

23, [Es decir, gue es la superficie de la pirdmide sin el tridngulo ABIT].

24, [El eje del cone es perpendicular a la base, es decir, al circule ABT, vl.

25. En Evur. 22, la frase presenta esta otra formulacién: «... las rectas trazadas desde el vértice del cono
hasta los puntos A, B, I' son perpendiculares a ellags.
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PROPOSICION 9

Si en un cono isdsceles una recta corla al circulo que es la base del cono y desde los
extremos de la recta se trazan lineas rectas hasta el vértice del cono, el triangulo com-
prendido por la secante v las rectas irazadas hasia el vériice serd menor que la super-
ficie del cono que queda entre las lineas trazadas hasta su vértice.

Sea el circulo ABT la base del cono isésceles, A su vértice, y tridcese en su interior™®
una recta, AI', y desde el vértice hasta A, I trdcense las rectas AA, AI'.

Digo que el tridngulo AAT” es menor que la superficie del cono que queda entre AAI

Cortese por la mitad el arco ABI por el punto B, y tréicense AB, I'B, AB; los tridn-
gulos ABA, BI'A serdn mayores que el tridngulo AAT.* Sea © el drea en que los tridngu-
los indicados exceden al tridngulo AAT. Entonces, o bien © es menor que los segmen-
tos AB, BI" o no.

Primero, no sea menor.

Puesto que hay dos superficies —la superficie del cono que queda entre las lineas
AAB mis el segmento AEB y la del tridngulo AAB— que tienen el mismo limite —el
perimetro del tridngulo AAB—, serd mayor la que comprenda a la otra que la compren-
dida por ella [Post. 4]. Luego la superficie del cono que queda entre las rectas AAB mids
el segmento AEB es mayor que el tridngulo ABA. Igualmente, también la que queda en-
tre las lineas BAT mds el segmento I'ZB es mayor que el tridngulo BAT. Luego toda la
superficie del cono junto con ¢l drea © es mayor que los tridngulos mencionados. Y los
triangulos mencionados son iguales al tridngulo AAI" mds el drea © [por hipot.]. Réste-
se de ambos®™ el drea ©.

Entonces el resto de la superficie del cono que queda entre AAI" es mayor que el
triangulo AAT.

Sea ahora © menor que los segmentos AB, BT

S1 se cortan por la mitad los arcos AB, BT y se cortan por la mitad sus mitades, de-
jaremos segmentos que sean menores que el area ©. Queden los segmentos correspon-
dientes a las cuerdas AE, EB, BZ, ZI', y tricense las rectas AE, AZ.

De nuevo, segiin el mismo razonamiento [Post. 4], la superficie del cono que queda
entre AAE mis el segmento correspondiente a la cuerda AE es mayor que el tridngulo
AAE, y la que queda entre las lineas EAB mds el segmento correspondiente a la cuerda
EB es mayor que el tridngulo EAB. Luego la superficie que queda entre AA, AB mds los

26. Es decir, «en el interior del circulo base del conos,

27. Se retiere a la superficie conica fateral comprendida por las rectas AA, AL y el arco Al Heiberg
afirma que seguramente Arquimedes inclufa esa precision en ¢l enunciado, como se desprende de la redac-
cidn que encontramos en ¢l lugar cormespondiente de la proposicion 10.

28. EUT. (24, 18 y ss,) ofrece la siguiente prucba: «Puesto que ¢l dngulo de vériice en A es un dngulo sé-
lidey, 1a suma de los dngulos AAB, BAI ex mavor que el dngulo AAD [Efem. X1 20], v si trazamos desde el
vértice hasta la mitad de la base la recta AE que sea perpendicular a AT, el dngulo AAB serd mayor que
el AAE. Constrayase el dngulo AAZ igual a AAB, v tricese AZ una vez construida AZ igual a Al', Puesto
que los lados son iguales dos a dos v también un dngulo a otro dngulo, también el tridngulo ABA es igual al
iridngulo AAZ [Elem. 1 4], que es mayor que el AAE. Luego también el iridngulo ABA es mayor que el AAE.
E igualmente tambi¢n el tnangulo ABI” mayor que el AET, Luego la suma de los dos indngulos AAB, BAI”
es mayor que ¢l tridngulo AA, DUKSTERHUIS considera esta prueha insuficiente y ofrece una demostracion
basada., como la de Euiocio, en Elem. X1 20 («En tode dngulo diedro formado por tres dngulos planos la
suma de dos de los dngulos planes es siempre mayor que el terceros).

20, Se entiende «de ambos miembros de la igualdads.
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segmentos correspondientes a las cuerdas AE, EB es mayor que los tridngulos AAE,
EBA. Puesto que los tridngulos AEA, AEB son mayores que el tridngulo ABA, como se
ha demostrado, entonces la superficie del cono que queda entre AAB y los segmentos
correspondientes a las cuerdas AE, EB serd, con mds razon, mayor que el triingulo
AAB. Por el mismo razonamiento, también la superficie que queda entre BAT mis los
segmentos correspondientes a las cuerdas BZ, ZI" es mayor que el trifingulo BAI, Lue-
g0 toda la superficie que queda entre AAI" junto con los segmentos indicados ¢s mayor
que los tridngulos ABA, ABT. Y éstos son iguales al tridngulo AAI" mds el drea © [por
hipét.]. De entre estas superficies, los segmentos mencionados son menores que el drea
© [por const.]; luego la superficie comprendida entre las rectas AAI" es mayor que el
tridngulo AAT.

PROPOSICION 10

Si al cfrculo que sirve de base a un cono™ se le trazan rangentes que estén en el mismo
plano del circulo v gue se corten unas a otras v desde los puntos de tangencia v de in-
terseccion mutua se trazan rectas hasta el vértice del cono, los triangulos comprendi-
dos por las tangentes v las rectas trazadas hasta el vértice del cono son mayores que la
superficie del cono comprendida por ellas.

Sea un cono cuya base sea el circulo ABT y su vértice el punto E, y triacense AA, TA
tangentes al circulo ABT y que estén en el mismo plano; y desde el punto E, que es el
vértice del cono, tricense EA, EA, EI" hasta los puntos A, A, I,

Digo que los tridngulos AAE, AET” son mayores que la superficie conica que qued
entre las rectas AE, I'E y el arco ABT. :

Una vez cortado por la mitad el arco ABI” por el punto B tricese HBZ que sea tan-
gente al circulo y paralela a AT v desde los puntos H, Z hasta E tricense las rectas HE,
ZE. Y puesto que la suma de HA, AZ es mayor que HZ [Elem. 1 20, anddanseles en co-

30, Se ha de entender que se trata de un cono isdsceles,
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mun?' las rectas HA, ZI'. Entonces (la suma de) las rectas AA, Al enteras es mayor que
(la suma de) las rectas AH, HZ, ZI'. Y puesto que AE, EB, ET son generatrices del cono,
son iguales por tratarse de un cono isGsceles. E igualmente son perpendiculares;™ lue-
go (la suma de) los tridngulos AEA, AET” es mayor que (la suma de) los tridngulos AHE,
HEZ, ZET [Elem. V1 1].* Sea © el drea en que los tridngulos AEA, AT'E son mayores
que los tridngulos AEH, HEZ, ZEI'. Y ¢l drea © o bien es menor que las dreas restan-
tes* AHBK, BZI'A o no es menor.

Primero, no sea menor.

Puesto que son superficies compuestas —la de la piramide que tiene por base el tra-
pecio HATZ y por vértice el punto y la superficie conica que queda entre las lineas AE,
ET" més el segmento ABI'— y tienen por limite el mismo perimetro del trigdngulo AET, es
evidente que la superficie de la pirdimide sin el tridingulo AEI" es mayor que la superfi-
cie conica mds el segmento ABI” [Post. 4]. Quitese de ambas el segmento ABI; enton-
ces los tridngulos restantes AHE, HEZ, ZEI junto con los restos circundantes AHBK,
BZI'A son mayores que la superficie conica que queda entre AE, EI'. Y el drea © no es
menor que las dreas que quedan circundantes AHBK, BZI'A [por hip6tesis).

Luego los tridngulos AHE, HEZ, ZEI' junto con © serdn con mds razén mayores
que la superficie cénica que queda entre AE, EI'. Y los triangulos AHE, HEZ, I'EZ jun-
to con © son los tridngulos AEA, AET; luego los tridngulos AEA, AET serdn mayores
que la superficie conica mencionada.

31, Es decir, «a los dos micmbros de la desigualdad»,

32. [Come gueda demostrado en el lemal). [Y los paralelogramos comprendidos por las alturas y las ba-
ses son el doble que los iridngwlor]. El lema no figura en los mss.; la demostracitn figura en el comentario de
Eutocio a la proposicion 8.

33, |Porque AH, HZ, ZI" son menores gue I'A, AA v sus alturas son iguales]. [Pues es evidente que la
{inea irazada desde el vériice del cono rectdngule hasta el punio de fangencia de la base es perpendicular a
la tangenie],

34. Se refiere a las dreas comprendidas por los arcos del circulo que sirve de base al cono y la linea que-
brada formada por cada dos tangenies consecutivas al eortarse.
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Sea ahora © menor que los restos circundantes.

Si del mismo modo circunscribimos repetidamente poligonos a los segmentos, al
cortar por la mitad los arcos que quedan en torno y trazar las tangentes, dejaremos cier-
tos restos de dreas que serdn menores que el drea ©. Déjense y sean AMK, KNB, BZA,
AQT, que son menores que el area ©, y unanse con E.

De nuevo es evidente que (la suma de) los tridngulos AHE, HEZ, ZEI' serd mayor
que (la suma de) los tridngulos AEM, MEN, NE=, ZEOQ, OET.* Y otra vez del mismo
modo la pirimide que tiene por base el poligono AMNZOT vy por vértice E tiene una
superficie mayor, sin el triangulo AET, que la superficie cénica que queda entre AET
mads el segmento ABI” [Post. 4]. Quitese de ambos™ el segmento ABT; entonces los
tridngulos restantes AEM, MEN, NEZ, ZEQ, OET junto con las dreas que quedan cir-
cundantes AMK, KNB, BEA, AOIL serdn mayores que la superficie cénica que queda
entre AEI. Pero el drea © es mayor que las dreas circundantes mencionadas [por hi-
pot.], v se ha demostrado que los triangulos AHE, HEZ, ZET" son mayores que los
tridngulos AEM, MEN, NEZ, ZEO, OEI.

Luego los tridngulos AHE, HEZ, ZEI junto con el drea © —es decir, los tridngulos
AAE, AEI'— son con més razén mayores que la superficie conica comprendida por las
rectas AEI.

PROPOSICION 11

Si en la superficie de un cilindro recio hubiera dos rectas, la superficie del cilindro que
queda entre las rectas es mayor gue el paralelogramo comprendido per las rectas que es-
tdn en la superficie del cilindro y las rectas que unen sus extremos.

[...]

PROPOSICION 12

Si en la superficie de un cilindro recto hubiera dos rectas, v desde los extremos de las
rectas se trazaran tangentes a los circulos que son las bases del cilindro de modo que es-
tén en los planos de éstas™ y se corten, los paralelogramos comprendidos por las tan-
genies y las generatrices del cilindro serdn mayores que la superficie del cilindro que
queda entre las rectas que estdn en la superficie del cilindro.

Sea el circulo ABI" la base de un cilindro recto y haya en su superficie dos rectas
cuyos extremos sean A, I'; y desde A, I' tricense tangentes al circulo que estén en el
mismo plano y cortense en H; considérense trazadas también en la otra base del cilin-
dro rectas tangentes al efrculo desde los extremos [de las rectas]*® en su superficie.

35. [Pues las bases son mayores que las bases y la altura es igual].
36. Entiéndase «de ambos miembros de la desigualdads.

37. Es decir, «en los planos de las bases».

38. Lo contenido entre eorchetes es adicion de Heiberg.
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Se ha de demostrar que los paralelogramos comprendidos por las tangentes y las
generatrices del cilindro son mayores que la superficie del cilindro correspondiente al
arco ABT".

[Una vez cortado por la mitad el arco ABI por ¢l punto B],* tricese la tangente EZ,
y desde los puntos E, Z tricense unas rectas paralelas al eje del cilindro®*® hasta la otra
base. Asi, los paralelogramos comprendidos por AH. HT v las generatrices del cilindro
son mayores que los paralelogramos comprendidos por AE, EZ, ZT" y la generatriz del
cilindro.*! Sea el drea K (la magnitud) en que son mayores.

Entonces, la mitad del drea K es mayor que las figuras comprendidas por las rectas
AE, EZ, ZI' y los arcos AA, AB, BO, ©I" o no.

Sea primero mayor.

El limite de la superficie compuesia por los paralelogramos correspondientes a las
rectas AE, EZ, ZI' y el trapecio AEZT y su opuesto en la otra base del cilindro es ¢l pe-
rimetro del paralelogramo comrespondiente a Al Y el mismo perimetro es también li-
mite de la superficie compuesta por la superficie del cilindro correspondiente al arco
ABT mds los segmentos ABT y su opuesto. Entonces, las superficies mencionadas tie-
nen precisamente el mismo limite, que estd en un plano, y ambas son edncavas hacia el
mismo lado y una de ellas contiene unas partes de la otra y las otras partes las tienen en
comun. Luego la contenida es menor [Post. 4]. Quitadas las partes comunes —el seg-
mento ABI™ y su opuesto— la superficie del cilindro correspondiente al arco ABT es me-
nor que la superficie compuesta por los paralelogramos correspondientes a las rectas
AE, EZ, ZI" mis las figuras AEB, BZI" y sus opuestas. Y las superficies de los parale-
logramos mencionados junto con las figuras mencionadas son menores que la superfi-
cie compuesta por los paralelogramos correspondientes a AH, HI™.*

Por tanto, es evidente que los paralelogramos comprendidos por AH, I'H y las ge-
neratrices del cilindro son mayores que la superficie del cilindro correspondiente al
arco ABT.

Y si la mitad del drea K no es mayor que las figuras mencionadas, se trazardn rectas
tangentes al segmento de modo que las restantes figuras circundantes resulten ser me-
nores que la mitad de K,* y lo demds se demostrard igual que lo de arriba.™

k%

Demostrado esto esti claro gue,* si se inscribe una pirdmide en un cono isdsce-
les, la superficie de la pirdmide excluida la base es menor que la superficie del cono
[Prop. 9] y que si se circunscribe una pirdmide a un cono isésceles, la superficie de

39. Nizze y Heiberg proponen suplir el texto de los mss. con la expresion entre corchetes siguiendo una
indicacion marginal de B.

40. La expresidn [[a superficie de] que aparece en los mss. es evidentemente errénes.

41. [Puesto que EH, HZ son mayores que EZ, aiddanse en comiin AE, ZI'. Emonces las recras HA, HIT
enteras son mayores que AE, EZ, Z1.

42, [Ya que junie con K, que es mavor gee las figuras, eran iguales a eflos).

43. Cf. prop. 6.

44. Prop. 11.

45. [Sobire la base de o dicho anteriormente].

46. [Pues coda uno de los tridngunlos gue contienen la pirdmide es menor que la superficie del cono que
queda entre los lados del tridngulo; de manera que rambién la superficie entera de la pirdmide excluida la
hase ey menor gue la superficie del cono exciuida la base],
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la pirdmide excluida la base es mayor que la superficie del cono excluida la base
[Prop. 10].7

L=

Estd claro a partir de lo demostrado que si s¢ inscribe un prisma cn un cilindro recto, la
superficie del prisma compuesta por los paralelogramos es menor que la superficie del
cilindro excluidas las bases® [Prop. 11], y que si se circunscribe un prisma a un cilin-
dro recto, la superficie del prisma compuesta por los paralelogramos es mayor que la su-
perficie del cilindro excluidas las bases [Prop. 12].

PROPOSICION 13

La superficie de todo cilindro recto excluida la base es ignal a un circulo cuyo radio es
media proporcional de la generatriz del cilindro y el didmetro de la base del cilindro.

Sea el circulo A la base de un cilindro recto y sea TA igual al didmetro del circu-
lo A, y EZ igual a la generatriz del cilindro y téngase H por media proporcional de AT,
EZ y pongase el circulo B cuyo radio sea igual a H.

A K

=
>

N

1

Se ha de demostrar que el circulo B es 1gual a la superficie del cilindro excluida
la base.

Pues si no es igual, ha de ser mayor o menor.

Sea primero, si es posible, menor.

Habiendo dos magnitudes desiguales —la superficie del cilindro y el circulo B— es
posible inscribir en el circulo B un poligono equilitero y circunscribir otro de modo
que el circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la que guarda la super-
ficie del cilindro con el circulo B [Prop. 5]. Considérese circunscrito e inscrito, y cir-

47, [Segiin se deduce de aguello].

48. [Ya que cada uno de lox paralelogrames del prisma es menor gue la superficie del cilindro corres-
pondienie a él]. «Bases» es comeccion de Heiberg; los mss., aqui como mis adelante, lin. 22, dan el singular
abasen,
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cunscribase al circulo A una figura rectilinea semejante a la circunscrita a B y a par-
tir de esta figura rectilinea constriiyase un prisma.* Estard circunscrito al cilindro. Sea
también KA igual al perimetro de la figura rectilinea circunscrita al circulo A, y AZ
igual a KA y sea I'T |la mitad de I'A. El tridngulo KAT serid igual a la figura rectilinea
circunscrita al circulo A.* y el paralelogramo EA igual a la superficie del prisma cir-
cunscrito al cilindro.*' Péngase EP igual a EZ.

Entonces el tridngulo ZPA es igual al paralelogramo EA [Elem. 141], asf que tam-
bién a la superficie del prisma. Y puesto que las figuras rectilineas circunscritas a los
circulos A, B son semejantes, guardardn la misma razén™ que los cuadrados construi-
dos sobre |os radios. Entonces el tridngulo KTA guardaré con la figura rectilinea cir-
cunscrita al circulo B la misma razén que el cuadrado de lado TA con el de lado H
[Elem. VI 1]} Pero la razén que guarda el cuadrado de lado TA con el de lado H es la
razon que guarda TA con PZ en longitud.™ Y la razén que guarda TA con PZ en longi-
tud es la que guarda el tridngulo KTA con el tridngulo PAZ:* luego el tridngulo KTA
guarda con la figura rectilinea circunscrita al circulo B la misma razén que el tridngu-
lo TKA con el tridngulo PZA. Luego el tridngulo ZAP es igual a la figura rectilinea cir-
cunscrita al circulo B [Elem. V 9]. De manera que también la superficie del prisma
circunscrito al cilindro A es 1gual a la figura rectilinea circunscrita al circulo B. Y puesto
que la figura rectilinea circunscrita al circulo B guarda con la figura inscrita en el circu-
lo una razén menor que la que guarda la superficie del cilindro A con el circulo B [por
hipét.], también la superficie del prisma circunscrito al cilindro guardard con la figura
rectilinea inscrita en ¢l circulo B una razdn menor que la que guarde la superficie del
cilindro con el circulo B y lo mismo tomando la proporcién en alternancia.® Lo cual es
imposible.

Luego el circulo B no es menor que la superficie del cilindro.

Sea mayor, si es posible.

49. El prisma ha de ser ade la misma altura que el cilindros, como sefiala un escolio a B.

50. [Puesio gue tene por base una recta igual a su perimetro v la alura igual al radio del circulo A).

51, [Puesio gue estd comprendido por [a peneratriz del cilindro y una recta igual al perimerro de la
base del prisma).

52. [Las figuras rectilineas).

33, [Puesio gue las recras TA, H son iguales a los radios].

54. [Ya que H ex media proporcional de TA, PZ, puesto que lo es también de TA, EZ jComo ex eso?
Puesto que AT es igual a TFy PE igual a EZ, entonces A es el doble de TA y PZ el doble de PE; luego A
es a AT como PZes a ZE: luego el recrdngulo comprendida por A, EZ es igual al comprendido por TA, EZ
Y el cuadredo de lada H es igual al rectdngule comprendido por FA, EZ; v entonces el cuadrado de lado H
es igual al recidngule comprendido por TA, PZ: luego TA ex a Hoomo Ha PZ; luegoTA es a PZ comao el
cuadrade de TA al cuadrado de H: y si tres recias esidn en propercidn, la primera es a la fercera como [a fi-
gura construida sobre la primera es a la figura semejante y construida de manera semejante sobre la segun-
da (Elem. V1 20, corol. 2)). Se ha hecho notar en esta glosa la evidente ausencia de la concisidn caracteristi-
ca de los textos matemiticos y del estilo de Arquimedes; Heiberg abrevia la explicacion en notacidn moderna
del siguiente modo: Por hipdtesis, H = AT x EZy AT =2TA, EZ = 1/2PZ; por lo cual, H? = TA x EZ, es de-
cir, que TA : H:: H: PZ y es de aplicacidn Efem. V120, corol. 2, como figura en la glosa.

55. [Puesio que KA, AZ sor iguales).

0. Eur. (32, 3-0) cila ¢l texto de Arquimedes «Luego, tomando la proporcién en alternancia, el prisma
guarda con el cilindro una razén menor que ¢l poligono inscrito en el circulo B con el circulo B, Lo cual es
imposibles, en lugar de las frases «Y lo mismo tomando la proporcién en alternancia. Lo cual s imposible»,

57. [Ya que se ha demostrado gue la superficie del prisma circunscrite al cilindro es mayor gue la su-
perficie del cilindro, mientras que la figura rectilinea inscrita en ¢l circulo B s menor que el circulo BJ. El
texto secluido resume el contenido del comentario de Eutocio,
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Considérese de nuevo una figura rectilinea inscrita en el circulo B y otra circunscri-
ta, de manera que la circunscrita guarde con la inscrita una razén menor que el circulo B
con la superficie del cilindro [Prop. 5], e inscribase en el circulo A un poligono seme-
jante al inscrito en el circulo B, y constriyase un prisma sobre el poligono inscrito en el
circulo.® Y sea de nuevo KA igual al perimetro de la figura rectilinea inscrita en el circu-
lo A, y sea ZA igual aella.

Entonces el trifingulo KTA serd mayor que la figura rectilinea inscrita en el circu-
lo A, y el paralelogramo EA serd igual a la superficie del prisma compuesta por para-
lelogramos.® De modo que también el tridngulo PAZ es igual a la superficie del prisma.
Y puesto que las figuras rectilineas inscritas en los circulos A, B son semejantes, guardan
entre si la misma razén que los cuadrados construidos sobre los radios de los circu-
los [Elem. XII 1]. Y también los tridngulos KTA, ZPA guardan entre si la razén de los
cuadrados construidos sobre los radios de los circulos.® Luego la figura rectilinea ins-
crita en el cfrculo A guarda con la figura rectilinea inscrita en el circulo B la misma razén
que el triingulo KTA con el tridngulo AZP. Y la figura rectilinea inscrita en el circulo A
es menor que el triingulo KTA. Luego también la figura rectilinea inscrita en el efrcu-
lo B es menor que el tridngulo ZPA; de manera que también es menor que la superficie
del prisma inscrito en el cilindro. Lo cual es imposible %

Luego el circulo B no es mayor que la superficie del cilindro,

Y se habia demostrado que tampoco era menor. Luego es 1gual.

PROPOSICION 14

La superficie de todo cono isdsceles excluida la base ex igual al cireulo cuyo radio
es media proporcional entre la generarriz del cono v el radio del circulo que es la base
del cono.

Sea un cono isdsceles cuya base sea el circulo A y sea I' su radio y sea A igual a la
generatriz del cono, y sea E media proporcional de T, A, y tenga el circulo B su radio
igual a E.

Digo que el circulo B es igual a la superficie del cono excluida la base.

Pues si no es igual, o bien ¢s mayor o menor,

Sea primero menor.

La superficie del cono y el circulo B son dos magnitudes desiguales, y la superficie
del cono es mayor; luego es posible inscribir un poligono equildtero en el circulo B y

58. Entiéndase:«en €] eireulo Ax,

59. [Puesio que por base tiene su perimetro ¥ una alture mavor que la perpendicular irazada desde ef
cenrra hasta un lado del poligons].

60. [Puesio que esid comprendide por la generatriz del cilindro v una ifnea igual al perimemo de la fi-
gura rectillnea que es la base del prismal.

61. Heiberg justifica este aserto de la manera siguiente: KTA : ZAP = TA ZP = TA? : H%, pero TA es
igual al radio del circulo A, ¥ H es el radio del circulo B,

62. [Ya gue la figura rectilinea circunserita al circulo B guarda con la inscrita una razén menor que
el efreido B can la superficie del cilindra, v lo mismio tomanda la proporcidn ein alternancia, y qie la figica
circunscrita e formo al circulo B es mavor que ¢l circulo B, entonces la figura inscrita en él cireulo B es ma-
yor que la superficie del cilindro; luego también mavor que la superficie del prismal.
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circunscribir otro semejante al inscrnito de manera que el circunscrito guarde con el inscri-
to una razén menor que la que guarda la superficie del cono con el circulo B [Prop. 5].
Considérese también circunscrito al circulo A un poligono semejante al circunscrito al
circulo B, y sobre el poligono circunscrito al circulo A constriiyase una pirdmide que
tenga el mismo vértice que el cono.

©

r

E
A

Puesto que los poligonos circunscritos a los circulos A, B son semejantes, guardan
entre si la misma razon que los cuadrados de los radios entre si —esto es, la que guar-
dan los cuadrados de lado I y lado E; esto es, larazon de I a A en longitud [Efem. V1 20,
corol. 2]—. Y la razén que guarda en longitud I" con A es la que guarda el polfgono cir-
cunscrito al circulo A con la superficie de la pirdmide circunscrita al cono,® luego la
figura rectilinea en torno al circulo A guarda con la figura rectilinea en torno al circu-
lo B la misma razén que esa misma figura rectilinea®™ con la superficie de la pirimide
circunscrita al cono; de manera que la superficie de la pirdmide es igual a la figura rec-
tilinea circunscrita al circulo B [Elent. V 9]. Puesto que la figura rectilinea circunscrita
al circulo B guarda con la inscrita una razon menor que la superficie del cono con el circu-
lo B, la superficie de la pirdmide circunscrita al cono guardard con la figura rectilinea
inscrita en el circulo B una razén menor que la superficie del cono con el circulo B, Lo
cual es imposible.5

Luego el circulo B no serd menor que la superficie del cono.

Y afirmo que tampoco serd mayor.

Pues si es posible, sea mayor.

De nuevo considérese un poligono inscrito en el ¢irculo B y otro circunscrito, de
manera que el circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la que guarda el
circulo B con la superficie del cono [Prop. 5], y considérese inscrito en el circulo A un
poligono semejante al inscrito en el eirculo B, y constriiyase sobre €l una pirimide que
tenga el mismo vértice que el cono.

Puesto que los poligonos inscritos en los circulos A, B son semejantes, guardarin en-
tre si la misma raz6n que la que guardan los cuadrados de los radios entre si [ Elern. XII 1].
Entonces ¢l poligono guarda con el poligono la misma razén que I" con A en longitud

63. [Pues I es igual a la perpendicular desde el centro hasia un lado del poligono ¥ A es igual a la ge-
nerainz del cone; eltura comiin, el perimetre del poligone frente a la mitad de las superficies).

El texio de la glosa es oscuro, aunque se comprende bien su intencitn; es evidente que cada una de las
figuras en cuestidn es igual a un riingulo cuya base fuera el perimetro del poligono, y cuyas alturas serfan,
respectivamente, [” para el poligono y A para la pirdmide; en aplicacion de Elem. V1 1: «Los trifngulos y los
paralelogramos que tienen la misma aliura son entre si como sus basess, la relacidn entre el poligono cir-
cunserito y la superficie lateral de la pirdmide es lade T A,

4. Es decir, «la figura circunserita a As.

05. [Pues se ha demostrado que la superficie de la pirdmide es mayor que la superficie del cono, mien-
Iras que la fipura rectilinea inscrita en el circwlo B serd menor que el cirenlo RB).
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[Elem. VI 20, corol. 2]. Y I" guarda con A una razén mayor que el poligone inscrito en
el circulo A con la superficie de la pirdmide inscrita en el cono.” Luego el poligono ins-
crito en el circulo A guarda con el poligono®” inscrito en el circulo B una razén mayor
que ese mismo poligono con la superficie de la pirdmide. Luego la superficie de la pi-
ramide es mayor que el poligono inscrito en el circulo B. Y el poligono circunscrito al
circulo B guarda con el inscrito una razén menor que el circulo B con la superficie del
cono. Luego con més razon el poligono circunscrito al circulo B guarda con la superficie
de la pirdmide inscrita en el cono una razén menor que el circulo B con la superficie del
cono. Lo cual es imposible.®

Luego el circulo tampoco es mayor que la superficie del cono. Y se habfa demos-

trado que tampoco era menor; luego es igual.

PROPOSICION 15

La superficie de tode cono isdsceles guarda con la base la misma razdn que la genera-
triz del cone con el radio de la base del cono.

Sea un cono isdsceles cuya base es el circulo A, y sea B igual al radiode A y I" igual
a la generatriz del cono.

Se ha de demostrar que la superficie del cono guarda con el circulo A la misma ra-
zon que I con B.

Témese E como media proporcional de B, I, y tricese el circulo A de radio igual a E.
Entonces el circulo A es igual a la superficie del cono [Prop. 14].# Y se habfa demostra-
do que el circulo A guarda con el circulo A la misma razén que T" con B en longitud.

Asi que es evidente que la superficie del cono guarda con el circulo A la misma ra-
zén que I con B en longitud.™

PROPOSICION 16

Si un cono isdsceles es cortado por un plano paralelo a la base, la superficie del cono
comprendida entre los planos paralelos es igual a un circulo cuyo radio es media pro-
porcional entre la (porcidn de) generatriz del cono sitiada entre los planos paralelos y
una recta igual a la suma de los radios de los cireulos sitwados en los planos paralelos.

66. [Pues el radio del circulo A guarda con la generatriz del cono una razdn mavor que la que guarda
la perpendicular trazada desde el centro hasta un lads del poligono con la perpendicular trazada desde el
vértice del cono hasta un lado del poligono]. Esta parte del texto coincide de modo practicamente literal con
el principio del comentario de EUT., 32.

67. Exdecir, «¢l mserito en el cireulo As.

68. [Pues el poligono circanscrito es mayor gue el circulo B, mienlras que la superficie de la pirdmide
inscrira en el cone es menor gue la superficie del cono).

69. [Esto guedd demostrado en la proposicion anterior].

0. [Cada una de las razones es la misma gue guardan Ey B en cuadrado por ser los cfrculos entre si
como los cuadrados de sus didmeiros enire st (Elem. XII 2) v, de manera semejanie, fambién los cuadrados
de los radios de los circules; pues si lo son los didmetros, también sus mitades, es decir, los radios; y B, E
son iguales a los radios].
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Sea un cono en el que el tridngulo que pasa por el eje sea igual a ABT, y sea corta-
do por un plano paralelo a la base y produzca como seccién AE, y sea BH el eje del
cono; y péngase un circulo cuyo radio sea media proporcional de AA y de la suma de
AZ, HA: sea el circulo ©.

Digo que el circulo © es igual a la superficie del cono comprendida entre AE, AT,

Tricense los circulos A, K, y sea el cuadrado del radio del circulo K equivalente al
rectdingulo comprendido por BAZ, y sea el cuadrado del radio de A equivalente al rec-
tingulo comprendido por BAH.

Entonces el circulo A es igual a la superficie del cono ABT, y el circulo K es igual
a la superficie del cono AEB [Prop. 14]. Y puesto que el rec-
tangulo comprendido por BA, AH es igual al comprendido por A
BA, AZ mis el comprendido por AA y la suma de AZ, AH —va 8
que AZ es paralela a AH—"' mientras que el rectdngulo com-
prendido por AB, AH equivale al cuadrado del radio del circu-
lo A y el recténgulo comprendido por BA, AZ equivale al cua-
drado del radio del circulo K, y el rectdngulo comprendido por
AA y la suma de AZ, AH equivale al cuadrado del radio de ©
[por hipét.], entonces el cuadrado del radio del circulo A es B
igual a la suma de los cuadrados de los radios de los circulos
K, ©. De manera que también el circulo A es igual a la suma de
los circulos K, ©. Pero el circulo A es igual a la superficie del
cono BAT', mientras que el circulo K es igual a la superficie % r
del cono ABE.

Luego la superficie restante del cono, la comprendida entre los planos paralelos AE,
AT es igual al circulo ©.

LEMAS™

1. Los conos que tienen la misma altura guardan la misma razén que las bases. Y los
que tienen las mismas bases guardan la misma razén que sus alturas.”™

2. 5i un cilindro es cortado por un plano paralelo a la base, como el cilindro es al ci-
lindro es el eje al eje.™

3. Los conos que tienen las mismas bases que los cilindros™ estdn en la misma razén
que los cilindros.

4. En los conos iguales las bases son inversamente proporcionales a las alturas. Y aque-
llos en los que las bases son inversamente proporcionales a las alturas son iguales.™

71. La demostracidn de este aserto se prueba, por ejemple, en Eutocio, 34, 23-36, 7.

72. Al igual que la glosa anterior, los lemas figuran en C y en los mss. derivados de A, pero faltaban
en B, en donde Moerbeke los afadid come nota marginal haciendo constar que los tomaba de otro gjemplar,
Una mane distinta de la suya anotd que se rataba de enunciades demostrados por Euclides. La numeracién
no figura en los mss., sino que es debida a Torelli.

73. Elem. X11 11 y Elem. XII 14.

74, Elem. X1 13,

73. La demostracidn no figura en Euclides, pero puede deducirse de Elem. XIT 10, Por otro lado, el sen-
tido exige la restitucidn de las palabras «y las mismas aliurass.

76. Elem. XII 135,
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5. Los conos en los que los didmetros de sus bases guardan la misma razén que los
ejes,” guardan entre si una razén que es el cubo de la de los didmetros de sus bases.™

Todo esto fue demostrado por los antiguos.

PROPOSICION 17

Si hay dos conos isdsceles y la superficie de un cone es igual a la base del otro y la per-
pendicular trazada desde el centro de la base hasta la generatriz del cono es igual a la
altura, los conos serdn iguales.

Sean ABI', AEZ dos conos isésceles y sea la base de B
ABT igual a la superficie de AEZ, vy sea la altura AH igual
a KO, la perpendicular trazada desde el centro de la base ©,
hasta una generatriz del cono, como AE.

Digo que los conos son iguales. H A

Puesto que la base de ABT" es igual a la superficie de
AEZ,™ entonces la base de BAI es a la base de AEZ como la -
superficie de AEZ a la base de AEZ [Elem. V 7]. Pero la su-
perficie es a su propia base como A® a OK.* Y OK es igual
a AH. Luego la base de BAT es a la base de AEZ como la al- = . &
tura de AEZ a la altura de ABI". Luego las bases de ABI,
AEZ son inversamente proporcionales a las alturas. K

Luego el cono BAT es igual al AEZ [Lema 4, 74, 6-8]. E

PROPOSICION 18

Todo rombo®' compuesto por conos isdsceles es igual a un cono que tenga la base igual
a la superficie de uno de los conos que contienen el rombo y la alwwra igual a la perpen-
dicular trazada desde el vértice del otro cono hasta la generatriz del primer cono.

Sea ABI'A un rombo compuesto por conos isdsceles cuya base sea el circulo de did-
metro BT, y su altura AA y constriyase otro cono HOK que tenga la base igual a la su-
perficie del cono ABT y la altura igual a la perpendicular trazada desde el punto A has-
1a la recta AB o hasta la recta trazada como prolongacion de ella y sea AZ, y sea @A la
altura del cono @HK. Y OA es igual a AZ.

T1. [Es decir, que las alturas].

78. Elem. X1l 12 y cf. XI def. 24.

T9. [Y las magnitudes iguales guardan con lo misme [a misma razdn).

80. [Pues esto se hablia demostrade (Prop. 15), gue la supedficie de todo cone isdsceles guarda con su
base la misma razdn gue [a generatriz del cono con ¢l radio de la base, es decir, son como AEa E@. Y EAes
a B4 come EO g BK, pues los tridngulos son equidngulos (Elem. VI 4)].

81. «Rombo solido», se entiende; véase def. 6.
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Digo que ¢l cono™ es igual al rombo.

Pongamos otro cono MNZ que tenga la base igual a la base del cono ABT y la altu-
ra igual a AA, y sea su altura NO.

Puesto que la recta NO es igual a AA, entonces NO es a AE como AA es a AE [Elem.
V 7]. Pero AA es a AE como el rombo ABI'A es al cono BI'A y NO es a AE como el
cono MNZ= al cono BT'A. Por tanto, el conoe MNZ= es al cono BI'A como el rombo
ABI'A al cono BI'A* Luego MNZ es igual al rombo ABT'A [Elem. V 9]. Y puesto que
la superficie de ABI es igual a la base de HOK, entonces la superficie de ABT es a su
propia base como la base de HOK es a la base de MNZ.¥ Y la superficie de ABI'es a
su propia base como AB es a BE [Prop. 15], es decir, como AA es a AZ.* Luego la base
de HOK es a la base de MNZ como AA es a AZ. Y AA es igual a NO* y AZ a ©A [por
hipdt.]. Luego la base de HOK es a la base de MNZ como la altura NO es a la altura
OA. Luego las bases de los conos HOK, MINZ son inversamente proporcionales a sus
alturas; luego los conos son iguales [Lema 4 (74, 6-8)]. Y se¢ habia demostrado que

MNZE es igual al rombo ABTA.
Luego también el cono HBK es igual al rombo ABTA.

PROPOSICION 19

St se corta un cono isdsceles mediante un plano paralelo a la base y sobre el circulo re-
sultante se consiruye un cono que fenga por vértice el centro de la base y del cono en-
rero se resta el rombo resuliante, la figura circundanre™ serd igual a un cono que tenga

82, Se entiende: «el como HBK=,

83. [Por ser sus hases iguales).

B4, [Pues la base de ABI ex igual a la base de MNZ].

B5. [Pues son tridngulos semejantes).

B6. [Pues se habia supuesio].

§7. En gr., pertfleinuma: MUGLER (Dicrionnaire hisiorique de la terminologie péométrigue des precs, Pa-
ris, Klincksieck, 1958-1959, art. repiieqppa) explica: «Nombre por el cual Arquimedes designa lo que que-
da de una figura, plana o en el espacio, 1ras la sustraceidn de otra o varias otras figurass,



Copyrighted material



SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO 105

su base igual a la superficie del cono gue queda entre los planos paralelos v la al-
tura ignal a la perpendicular trazada desde el centro de la base hasta una generatriz
del cono ¥

Sea ABI" un cono isosceles y sea cortado mediante un plano paralelo a la base y
produzca como seccidn AE, y sea Z el centro de la base, y sobre el circulo de didmetro AE
constniyase un cono que tenga Z por vértice. Asi, BAZE serd un rombo compuesto por co-
nos isgsceles. Constriyase un cono KOA cuya base sea igual a la superficie que queda
entre AE, AT y su altura, una vez trazada ZH perpendicular desde el punto Z hasta AB,
sea igual a ZH.

B

A

Digo que si se considera restado el rombo BAZE del cono ABT, la figura circun-
dante serd igual al cono OKA.

Pénganse dos conos MNE, OTTP de modo que la base de MNZ sea igual a la superfi-
cie del cono ABT y la altura igual a ZH,™ y la base del cono OTIP sea igual a la super-
ficie del cono ABE y la altura igual a ZH.*

Puesto que la superficie del cono ABT" se compone de la superficie del cono ABE
mis la superficie que queda entre AE, AT y la superficie del cono ABT es igual a la
base del cono MNZ, mientras que la superficie del cono ABE es igual a la base del
cono OT1P, y la superficie que queda entre AE, AT es igual a la base de ©KA [por hi-
pot.], entonces la base de MNZ es igual a la suma de las bases de los conos ©KA, OIP.
Y los conos tienen la misma altura; luego el cono MNZ es igual a la suma de los conos
AKA, OITP. Pero el cono MNE es igual al cono ABT [Prop. 17], y el cono ITOP al rom-
bo BAEZ [Prop. 18].

Luego el cono restante @KA es igual a la figura circundante.

BB. «Del cono primerow, hemos de entender a la luz de lo que se dice en la descripcidn de la figura.

89. [FPor ese precisamente el cone MNE es igual al cono ABT; pues si hubiera dos conos isdsceles v la
superficie de un cono fuera ignal a la base del etro —y ademds la perpendicular trazada desde el eentro de
la base hasia la generatriz del cono fuera igual a la altura, los conos serfan iguales (Prop. 17)].

9. [For ese precisamente el cono OITP es igual al rombo BAZH. Pues esto se habla demosirado pre-
viamente (Prop. 17)]-
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PROPOSICION 20

Si en un rombo compuesto por conos isdsceles se corta uno de los conos mediante un
plano paralelo a la base y sebre el clreulo resultante se construye un cono que tenga
por vértice el mismo que el otro cono, y del rombo entero se resta el rombo resultante,
la figura circundante es igual a un cono que tenga su base igual a la superficie del
(tronco de) cono que gueda entre los planos paralelos y la altura igual a la perpendi-
cular trazada desde el vértice de un cono hasta la generatriz del otro cono.

Sea ABI'A un rombo compuesto por conos 1sosceles y cortese uno de los conos me-
diante un plano paralelo a la base, y produzca como seccion EZ, y sobre el circulo de did-
metro EZ constniyase un cono que tenga por vértice el punto A. Habra resultado el rom-
bo EBAZ; considérese (éste) guitado del rombo entero, y pongase un cono @KA que
tenga la base igual a la superficic que queda entre AI', EZ y la altura igual a la perpen-
dicular trazada desde el punto A hasta BA o hasta la recta prolongacion de ella.

Digo que el cono ©KA es igual a la figura circundante indicada.

Constriyanse dos conos MNZ, OITP y sea la base del cono MNE igual a la superfi-
cie del cono ABT y su altura igual a AH,*' v sea la base del cono OTTP igual a la super-
ficie del cono EBZ y la altura igual a AH.*

Puesto que igualmente [Prop. 19] la superficie del cono ABI™ se compone de la de
EBZ mis la que queda entre los planos EZ, AT, mientras que la superficie del cono ABIT
es igual a la base de MINZ y la superficie del cono EBZ es igual a la base del cono OPII,
y la superficie que queda entre los planos EZ, AT es igual a la base del cono 8KA,
entonces la base de MINZ es i1gual a la suma de las bases de OIIP, @KA. Y los conos
tienen la misma altura; luego el cono MN= es 1gual a la suma de los conos @KA, OI1P.
Pero el cono MNZ es igual al rombo ABI'A [Prop. 18], y el cono OIP es igual al rom-
bo EBAZ [Prop. 18].%

Luego el cono restante ©@KA es igual a la figura circundante.

91. [For lo ya demostrado (Prop. 18), el cono MNE es igual al rombo ABTA].

92, |Pe la misma manera (Prop. 18), el cone OINTPes igual al rombe EBAZ).

93. Heiberg completa el razonamiento indicando que ABIT = ©KA + EBAZ, y que restando de ambos
micmbros ¢l rombo EBAZ se¢ oblicne la tesis propucsta,
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PROPOSICION 21

Si en un circulo se inscribe un poligono equildtero de mimero par de lados y se trazan
rectas que unan los lados™ del poligono de manera que éstas sean paralelas a una
cualquiera de las rectas que subtienden dos lados del poligono, la suma de todas las
rectas de unidn guarda con el didmetro del circulo la misma razén que guarda la que
subtiende la mitad de los ladoes menos uno con el lado del poligone.

Sea ABT'A un circulo e inscribase en €l un poligono AEZBHOT' MNAAK, y trdcen-
se las rectas EK, ZA, BA, HN, ©M,; es evidente que son paralelas a la que subtiende dos
lados del poligono.”

Digo que la suma de todas las rectas indicadas guarda con el didmetro AT del efrcu-
lo la misma razén que I'E con EA.

B
= H
\z \
>
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Trédcense las rectas ZK, AB, HA, ©N. Entonces, ZK es paralela a EA; BA paralela a
ZK, y también AH paralela a BA, ©N paralela a AH, I'M paralela a ©N.* Por tanto, EZ
esa ZA como K=Zes a Z0 [Elem. VI4]. Y KEesa Z0 como Zlles a 10 [id.]; y ZI1 es
a 10 como Alles aIlP [id.]; y All es a IIP como BE es a EP [id.] y, ademds, BZ es a
IZPcomo AT esaEX [id]; yAZ esaZT como HY esa YT [id.]; y ademds, HY esaYT
como NY esaYd:; y NY es a Y& como ©X es a XD y ademids ©X es a X< como MX
es a XI'[id.].” Luego EZ es a ZA como la suma de EK, ZA, BA, HN, ©M es al didme-
tro AT [Elem. V 12]. Y, por otro lado, EZ ¢s a ZA como I'E es a EA.

Luego también I'E serd a EA como la suma de EK, ZA, BA, HN, OM es al didme-
tro AT,

PROPOSICION 22

Si en un segmento de circulo se inscribe un poligono cuyos lados excepto la base sean
iguales y en mimero par, y se trazan rectas paralelas a la base del segmento que unan

94, Segin conjetura Heiberg, el texto de Anquimedes debia de decir «dngulos» en vez de «lados»,

95. Puesto que los arcos KA, EZ son iguales, también son iguales los dngulos EKZ, KZA (Elem. 111 27),
y por tanto EK y AZ son paralelas. El mismo razonamiento se utilizard también méds adelante ¥ en la propo-
sicidn 22, .

96. [Y puesto que EZy KZ son dos paralelas v EK y AQ son dos recias que las atraviesan).

97. [Y porianio la suma de todars es a la suma de iodas como una es a una en la razen],
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los lados del poligono, la suma de todas las rectas trazadas mds la mitad de la base
guarda con la altura del segmento la misma razén que la recta trazada para unir el
diametro™ del circulo y el lado del poligono con el lado del poligono.

En el circulo ABI'A trdcese una recta AT y sobre AT en el segmento ABT inscriba-
se un poligono de numero par de lados y que tenga los lados iguales salvo la base AT,
y tracense las rectas ZH, EO, que sean paralelas a la base del segmento.

7
A

H
A
L//G
N

a

Digo que la suma de ZH, E®, A= es a BZ como AZ es a ZB.

Tracemos de nuevo del mismo modo® las rectas HE, AG.

Entonces son paralelas a BZ;'"™ por el mismo razonamiento'” KZ es a KB como
HK es a KA, y como EM ¢s a MA y como MO es a MN y como ZA es a EN.'" Luego
la suma de ZH, E©, AZ es a BE como ZK es a KB [Elem. V 12]. Y ZK es a KB como
AZ es a ZB [Elem. V1 4].

Luego AZ es a ZB como la suma de ZH, E©, AZ es a BZ.

PROPOSICION 23!03

Sea ABI'A un circulo méximo en la esfera e inscribase en él un poligono equilatero y
sea miltiplo de cuatro el nimero de sus lados y sean AI', AB didmetros suyos,'™

Si, permaneciendo fijo el didmetro AT, se hace girar en tomo suyo el circulo ABI'A
que contiene al poligono, es evidente que su circunferencia habrd sido transportada por
la superficie de la esfera v que los dngulos del poligeno, excepto los de vértice en los

98. Cotno se ve en la figura, se refiere «al extremo del didimetro exterior al segmentos.

99, «Del mismo modo que en la proposicion anteriors, se entiende.

100. Cf. n. 95 ala prop. 21.

101. El mismo que en la proposicidén anterior.

102, [¥ por ranto la suma de todas ex a la suma de todas como una es a una en [ razdn).

103. En los mss. falta el enunciado. STamans, en « Apjuundenct I», MAdrav 19 (1967), 151, lo restitu-
ye asi* «Si en un cireulo miaximo de la esfera se inscribe un poli'gunn equili:e:m ¥ Equidngulu cuyo nimero
de lados sea multiplo de cuatro, v si, permanecicndo fijo el didgmetro del circulo que contiene el polfgono se
hace girar a éste hasta que vuelva a la misma posicion desde la que empezd a moverse, la superficie de la fi-
gura inscrita en la esfera serd menor que la superficie de la esferan,

104, «Perpendiculares entre si» necesariamente, segin se deduce de lo espuesto a continuacion,
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puntos A, I', se habrin desplazado por la superficie de la esfera siguiendo circunferen-
cias que describen circulos perpendiculares al circulo ABTA. Y las rectas que unen los
dngulos del poligono, que son paralelas a BA, serdn sus didmetros. Los lados del poli-
gono se habrdn desplazado describiendo unos conos:'™ los lados AZ, AN por la superficie
del cono cuya base es el circulo de didmetro ZN y su vértice el punto A; los lados ZH,
MN se habrin desplazado segin una superficie conica cuya base es el circulo de didme-
tro MH y su vértice el punto en el que, una vez prolongadas ZH, MN, coinciden entre
si y con AT; y los lados BH, MA se habrin desplazado segiin una superficie c6nica
cuya base es el circule de didmetro BA, perpendicular al efirculo ABI'A, y su vértice el
punto en el que una vez prolongadas BH, MA, coinciden entre si y con I'A. De manera
semejante, también los lados que hay en el otro semicirculo se habrin desplazado se-
giin superficies conicas semejantes, a su vez, a éstas. Y habri quedado inscrita en la es-
fera una figura contenida por las superficies conicas recién indicadas, cuya superficie
serd menor que la superficie de la esfera.

Pues una vez dividida la esfera por el plano correspondiente a BA, perpendicular al
circulo ABT'A, la superficie de un hemisferio y la superficie de la figura inscrita en €l
tienen los mismos limites en un solo plano, ya que la circunferencia del circulo de did-
metro BA, perpendicular al circulo ABI'A, es limite de ambas superficies. Y las dos son
concavas hacia el mismo lado, y una de ellas estd comprendida por la otra superficie y
el plano que tiene los mismos limites que ella. Del mismo modo, también la superficie
de la figura inscrita en el otro hemisferio es menor que la superficie del hemisferio.

Y por tanto la superficie entera de la figura inscrita en la esfera es menor que la su-

perficie de la esfera.

PROPOSICION 24

La superficie de la figura inscrita en la esfera es igual a un circulo tal gue el cuadrado de
su radio equivale al rectdngulo comprendido por el lade de la figura vy una recta igual
a la suma de las rectas que unen los lados™ dei poligono y gue son paralelas a la rec-
ta que subtiende dos lados del poligono.

105. En realidad, describen superficies conicas, pero unas lo son de conos y otras de troncos de cono.
106. Deberia decir «dnguloss, como ocunria mds atrds, Prop. 21.
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Sea ABI'A un circulo maximo de la esfera, y en €l inscribase un poligono equilite-
ro cuyo nimero de lados sea miltiplo de cuatro, y a partir del poligono inscrito consi-
dérese inscrita en la esfera una ﬁgura“” y trdcense las rectas EZ, HO, FA, KA, MN que
sean paralelas a la recta que subtiende dos lados y péngase un circulo Z el cuadrado de
cuyo radio equivalga al recténgulo comprendido por AE y una recta igual a la suma de EZ,
HO, TA, KA, MN.

Digo que ese circulo es igual a la superficie de la figura inscrita en la esfera.

Pénganse los circulos O, TT, P, Z, T, Y v equivalga el cuadrado del radio de O al rec-
tdngulo comprendido por EA y la mitad de EZ; y equivalga el cuadrado del radio de T1
al recténgulo comprendido por EA y la mitad de la suma de EZ, HO; y equivalga el
cuadrado del radio de P al rectingulo comprendido por EA y la mitad de la suma de

HO, T'A; y equivalga el cuadrado del radio de Z al rectangulo comprendido por EA y la
mitad de la suma de A, KA; y equivalga el cuadrado del radio de T al rectingulo com-

prendido por AE y la mitad de la suma de KA, MN; y equivalga el cuadrado del radio
de Y al recténgulo comprendido por AE y la mitad de MN.

Por ello el circulo O es igual a la superficie del cono AEZ [Prop. 14]; el I, a la su-
perficie cénica que queda entre EZ, HO [Prop. 16]; el P, a la que queda entre HE, I'A
[id.] el Z, a la que queda entre T'A, KA [id.] y, ademds, el T es igual a la superficie conica
que queda entre KA, MN [id]; y el Y es igual a la superficie de cono MBN [Prop. 14].
Luego la suma de todos los circulos es igual a la superficie de la figura inscrita.

Y es evidente que la suma de los cuadrados de los radios de O, I P, Z, T, Y equiva-
le al rectdngulo comprendido por AE y dos veces la suma de las mitades de EZ, HO,
A, KA, MN, que es la suma de EZ, HO, T'A, KA, MN enteras. Luego la suma de los
cuadrados de los radios de los circulos O, IT, P, Z, T, Y equivale al rectingulo com-
prendido por AE y la suma de todas las rectas EZ, HO, T'A, KA, MN [por hipit.]. Pero
también el cuadrado del radio del circulo Z equivale al rectdngulo comprendido por AE
y la recta compuesta por todas las rectas EZ, HO, T'A, KA, MN; luego ¢l cuadrado del
radio del cfrculo = equivale a la suma de los cuadrados de los radios de O, 1L P, X, T, Y.
Luego el circulo = es igual a la suma de los circulos O, T1, P, , T, Y. Y se habia de-
mostrado que la suma de los circulos O, I, P, £, T, Y era igual a la superficie de la fi-
gura mencionada.

Luego el circulo = serd también igual a la superficie de la figura.

107, La figura inscrita estarfa compuesta por €l cono AEZ v los troncos de cono EZHO, HOTA, ¢lc.
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PROPOSICION 25

La superficie de la figura inscrita en la esfera comprendida por superficies cdnicas es
menor que el cuddruplo del circulo mdximo de los de la esfera.

Sea ABI'A un circulo mdximo en la esfera, e inscribase en €l un poligono'® equils-
tero cuyo numero de lados sea multiplo de cuatro, y a partir de €l considérese una su-
perficie comprendida por superficies cénicas.

B
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Digo que la superficie de la figura inscrita es menor que ¢l cuddruple del circulo
méximo de los de la esfera.

Tracense las rectas EI, ©M que subtienden dos lados del poligono y, paralelas a és-
tas, las rectas ZK, AB, HA, y péngase un circulo P el cuadrado de cuyo radio equivalga
al rectangulo comprendido por EA y una recta igual a la suma de EI, ZK, BA, HA, ©M.

Por lo demostrado anteriormente [Prop. 24], el circulo es igual a la superficie de la
figura mencionada. Y puesto que se habfa demostrado que la recta igual a la suma de
ElL ZK, BA, HA, ©M es a A" —el didmetro del circulo— como I'E a EA [Prop. 21],
entonces el rectangulo comprendido por una recta igual a la suma de las rectas mencio-
nadas y EA —es decir, el cuadrado del radio del circulo P [por hipét.]— es igual al rec-
tingulo comprendido por AL, I'E [Efem. VI 16].

Pero ¢l rectangulo comprendido por AT, TE es menor que ¢l cuadrado de AT
[Elem. III 15]; luego el cuadrado del radio de P es menor que el cuadrado de AT.'™
Luego el circulo P es menor que el cuddruple del circulo méximo. Y se habia demos-
trado que el circulo P era igual a la superficie de la figura mencionada.

Luego la superficie de la figura es menor que el cuddruple del circulo méiximo de
los de la esfera.

108. [De mimero par de dngulos).

109. [Luego el radio de Pes menor que Al de manera gue el didmemo del cfroulo Pes menor que el
doble del didmetro del circulo ABI'A, ¥ entonces dos didmetros del cireulo ABTA son mayores que el did-
metro del cirewlo P, y el cuddruple del enadrado del didmetro del circulo ABIA —es decir, AT— es mayor
que &l cuadrade del didmetro del cireula P.Y el cuddruplo del evadrado de lado AT es al cuadrado del did-
metro del cirenla P como cuatro veces el cfreulo ABIA es al circulo P). Aungque la expresion es algo farra-
gosa, el razonamiento es correcio.
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PROPOSICION 26

La figura inscrita en la esfera comprendida por superficies cénicas es igual al cono
que tiene por base un circulo igual a la superficie de la figura inscrita en la esfera y al-
tura igual a la perpendicular trazada desde el centro de la esfera hasta un lado del po-
ligono.

Sea la esfera y ABI'A un circulo miaximo en ella y lo demas igual que en la propo-
sicion anterior, y sea P un cono recto que tenga por base la superficie de la figura ins-
crita en la esfera y la altura igual a la perpendicular trazada desde el centro de la esfera
hasta un lado del poligono.

Se ha de demostrar que el cono P es igual a la figura inscrita en la esfera.

A partir de los circulos cuyos didmetros son las rectas ZN, HM, OA, IK, constri-
yanse conos que tengan por vértice ¢l centro de la esfera.

Asi, habrd un rombo sélido (compuesto) por el cono cuya base es el circulo de dia-
metro ZN y su vértice el punto A y por ¢l cono cuya base es ¢se mismo circulo y su vér-
tice el punto X. Es igual al cono que tiene por base la superficie del circulo NAZ vy la
altura igual a la perpendicular trazada desde X''"” [Prop. 18]. Ademds, la figura restante
en torno'! al rombo —Ila comprendida por la superficie conica que queda entre los pla-
nos paralelos correspondientes a las rectas ZN, HM y las superficies de los conos ZNX
y HMX— es igual al cono que tiene su base igual a la superficie c6nica que queda entre
los planos paralelos correspondientes a MX, ZN y la altura igual a la perpendicular tra-
zada desde X hasta ZH. Pues eso ya se ha demostrado [Prop. 20].Y la parte restante del
cono —la comprendida por la superficie conica que gqueda entre los planos parale-
los correspondientes a HM, BA y la superficie del cono MHX y el circulo de diime-

110. Entiéndase «la perpendicular trazada desde X hasta AZ:s.

111, Gr perileleimménon. Participio medio del verbo perileipd, designa el resto de una operacién de
sustraceidn entre dos elementos geométricos (lineas, dreas o voltimenes) (Cf. MUGLER, Dictionnaire..., art.
perileipein). El nombre correspondiente a este adjetivo verbal seria perileimma, sobre este término, ef. nota
a propasito en la Prop. 19.
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tro BA— es igual al cono que tiene su base igual a la superficie del cono que queda en-
tre los planos correspondientes a HM, BA y la altura igual a la perpendicular trazada
desde X hasta BH [Prop. 19].

De modo semejante, también en la otra semiesfera el rombo XKI'l y las figuras res-
tantes en torno a los conos serdn iguales a otros tantos conos de las mismas caracteris-
ticas que los conos que acabamos de describir.

Es evidente, por tanto, que también toda la figura inscrita en la esfera es igual a la
suma de todos los conos indicados. Y la suma de los conos es igual al cono P, puesto
que el cono P tiene una altura igual a la de cada uno de los conos dichos y la base 1gual
a la suma de las bases de todos ellos [Lema 1 a Prop. 16].

Asi que es evidente que la figura inscrita en la esfera es igual al cono propuesto.

PROPOSICION 27

La figura inscrifa en la esfera comprendida por superficies conicas es menor que el
cuddruple del cono que tiene su base ignal al cireulo mdximo de los de la esfera v su
altura igual al radie de la esfera.

Sea P un cono que sea igual a la figura inscrita en la esfera, que tenga la base 1gual
a la superficie de la figura inscrita y la altura igual a la perpendicular trazada desde el
centro del circulo hasta un lado del poligono inscrito [Prop. 26| y sea = un cono que
tenga su base igual al circulo ABI'A, y por altura el radio del circulo ABTA.

Puesto que ¢l cono P tiene su base igual a la superficie de la figura inscrita en la es-
fera y su altura igual a la perpendicular trazada desde X hasta AZ y puesto que se habfa
demostrado que la superficie de la figura inscrita es menor que el cuddruple del circu-
lo méximo de los de la esfera [Prop. 25], entonces la base del cono P serd menor que el
cuddruple de la base del cono Z; y también la altura del cono P es menor que la altura
del cono Z. Por tanto, puesto que el cono P tiene su base menor que el cuddruple de la
base de = y la altura menor que su altura, es evidente que el propio cono P es menor
que el cuddruple del cono Z. Pero el cono P es igual a la figura inscrita [por hipét.].

Luego la figura inscrita es menor que el cuddruple del cono =Z.

PROPOSICION 28'12

Sea en la esfera un circulo maximo ABIA vy en torno al circulo ABT'A circunscribase
un poligono equilitero y equidngulo y sea su ndmero de lados miiltiplo de cuatro y que-
de comprendido el poligono circunscrito al circulo por un circulo circunscrito a él con
el mismo centro que ABI'A.

112. Como en la proposicién 23, también en ésta falta el enunciado. STAMATIS —en «Apyiundetos,
Plator 19 (1967), 151— ha propuesto restitwir ¢l enunciado desaparecido ¢n los sigmentes términes: «Si 8¢
circunscribe a un circulo méximo de la esfera un poligono equilitero y equidngulo cuyo nimero de lados sea
miltiple de cuatro, ¥ permaneciendo fijo el didmetro del circulo que contiene al polizono se le hace girar has-
ta que vuelva a la misma posicion desde la que empezd a moverse, la superficie de la figura circunscnta a la
eslera serd mayor que la superficie de la esfera».
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(5]

Permaneciendo fija EH, hagase girar el plano EZHO en el que estédn ¢l poligono y
el circulo. Es evidente que la circunferencia del circulo ABT'A se desplazard segin la
superficie de la esfera, y que la circunferencia del EZHO se desplazard segin la super-
ficie de otra esfera con el mismo centro que la menor; y los puntos de contacto en los
que son tangentes los lados describen en la esfera menor circulos perpendiculares al
circulo ABTA y los dngulos del poligono —salvo los que tienen por vértice los pun-
tos E, H— se desplazardn por la superficie de la esfera mayor segiin las circunferencias de
circulos trazados perpendiculares al circulo EZHO, y los lados del poligono se despla-
zardn segiin superficies conicas como en las proposiciones anteriores a ésta [Prop, 23-27].
Entonces, la figura comprendida por las superficies cénicas estard circunscrita a la es-
fera menor e inscrita en la mayor.

Que la superficie de la figura circunscrita es mayor que la superficie de la esfera se
demostrard asf:

Sea la recta KA el didmetro de un circulo de los de la esfera menor, siendo K, A los
puntos en los que los lados del poligono circunscrito son tangentes al circulo ABI'A. Di-
vidida la esfera mediante el plano que pasa por KA, perpendicular al circulo ABTA,
también la superficie de la figura circunscrita a la esfera quedard cortada mediante el
plano. Y es evidente que tienen los mismos limites en un plano, pues el limite de ambas
figuras planas es la circunferencia del circulo de didmetro KA y perpendicular al circu-
lo ABT'A. Y ambas superficies son céncavas hacia el mismo lado, y una de ellas estd
comprendida por la otra superficie y la de la figura plana que tiene los mismos Ifmites.
Luego la superficie comprendida del casquete de esfera es menor que la superficie de la
figura circunscrita a ella [Post. 4].

De manera semejante, también la superficie del casquete restante de la esfera es
menor que la superficie de la figura circunscrita a ella.

Por tanto, es evidente que también la superficie entera de la esfera es menor que la
superficie de la figura circunscrita a ella.

PROPOSICION 29

La superficie de la figura circunscrita a la esfera es igual a un circulo (tal que) el cua-
drado de su radio equivale al recidngulo comprendido por un lade del poligone y una
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recta igual a la suma de todas las que unen los dngulos del polfgono vy son paralelas a
una de las rectas que subtienden dos lados del poligono.

La figura circunscrita a la esfera menor est4 inscrita en la esfera mayor.'"

Y se ha demostrado que la superficie de la figura inscrita en la esfera comprendida
por las superficies cénicas es igual a un circulo (tal que) el cuadrado de su radio equi-
vale al rectingulo comprendido por un lado del poligono y una recta igual a la suma de
todas las rectas que unen los dngulos del poligono y son paralelas a alguna de las que
subtienden dos lados del poligono [Prop. 24].

Luego es evidente lo recién dicho.

PROPOSICION 30

La superficie de la figura circunscrita a la esfera es mayor que el cuddruple del eireu-
lo médximo de los de la esfera.

Sean la esfera y el circulo y lo demds lo mismo que en las proposiciones anteriores, y
el circulo A sea 1gual a la superficie de la figura propuesta circunscrita a la esfera menor.

L
M|B

K

A
Lo}

Puesto que en el circulo EZHO se ha inscrito un polfgono equilitero de nimero par
de dngulos, 1a suma de las rectas que unen los lados del poligono y que son paralelas
a Z® guardan con Z© la misma razén que @K con KZ [Prop. 21]. Por tanto, la figura
comprendida por un lado del poligono y la recta igual a la suma de todas las que unen
los angulos del poligono es igual al rectingulo comprendido por ZOK [Eiem. VI 16].

De manera que el cuadrado del radio del circulo A equivale al rectdngulo compren-
dido por ZOK [Prop. 29]. Por tanto, el radio del circulo A es mayor que 8K.'" Y BK
es igual al didmetro del circulo ABTA.'

113. También en esta proposicidn se han producido alteraciones: ni siquiera se advierte al lector —como
suele hacer Arquimedes en ocasiones semejantes— de que en esta demostracidn se utiliza la misma construc-
cidn que en la proposicidn anterior.

Sean la esfera y el circulo y lo demés lo mismo que en las proposiciones anteriores, v el circulo A sea
igual a la superficie de la figura propuesta circunscrita a la esfera menor.

114. Ya que 76 > OK (Elem. 111 15).

115. Heiberg secluye del (exto la frase [Porgue es el dobie de XM, que ex ef radio del cireulo ABIA]
que aparece en este punto del texto, ya que parece haber sido incluida en €l por un copista conocedor del
correspondiente Comentario de Eutocio (36, 22 y ss.).



Copyrighted material



116 ARQUIMEDES

Por tanto es evidente que el circulo A —es decir, la superficie de la figura cir-
cunscrita a la esfera menor— es mayor que el cuddruple del circulo méximo de los de
la esfera.

PROPOSICION 31

La fieura circunscrita a la esfera menor es igual a un cono que tiene por base un circu-
lo igual a la superficie de la figura y la altura tgual al radio de la esfera.

La figura circunscrita a la esfera menor estd inscrita en la esfera mayor. Y se ha de-
mostrado que la figura inscrita comprendida por superficies conicas es igual a un cono
que tiene por base un circulo igual a la superficie de la figura y la altura igual a la per-
pendicular trazada desde el centro de la esfera hasta un lado del poligono. Y esta recta
es igual al radio de la esfera menor [Prop. 26].

Luego es evidente lo propuesto.

COROLARIO

A pariir de esto estd claro que la figura circunscrita a la esfera menor es mayor que el
cuddruple del cono que tiene por base el circulo mdxime de los de la esfera y por altu-
ra el radio de la esfera.'"®

Puesto que la figura es igual a un cono que tiene su base igual a la superficie de
esa figura y la altura igual''’ al radio de la esfera menor [Prop. 31], la superficie de la
figura circunscrita a la esfera es mayor gue el cuddruple del circulo midximo de los de
la esfera [Prop. 30]; luego la figura circunscrita en torno a la esfera serd mayor que el
cuidruple del cono que tiene por base el circulo médximo y por altura el radio de la es-
fera, puesto que también el cono que es igual a ella es mayor que el cuddruple del
cono dicho.'®

PROPOSICION 32

Si hay en la esfera una figura inscrita y otra circunscrita, construidas a partir de poli-
gonos semejanies de la misma manera que en las proposiciones anteriores, la superfi-
cie de la figura circunscrita guarda con la superficie de la inscrita una razon que es
el cuadrado de la quee guardan el lado del poligono circunscrito al circulo mdximo con el
lado del poligono inscrito en el mismo circulo; y la propia figura'"® guarda con la figu-
ra una razon gue es el cubo de aguella misma razon.

116. Heiberg, que secluye por redundantes los pasajes que recogemos en las dos notas siguientes, sos-
pecha que se deba secluir también el texio desde este punto hasia el final del corolario argumentando que lo
caracteristico de los corolanos es, precisamente, no requerir demostracion.

117. [A la perpendicular rrazada desde el centro de la esfera hasta un lade del poligona, es decir].

118, [Pues tiene la base mayor que el cuddruple y la misma altiral.

119, [Cucunscrital.
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Sea en la esfera el circulo ABI'A, e inscribase en €l un poligono equildtero y sea muil-
tiplo de cuatro su mimero de lados, y circunscribase al circulo otro semejante al inscnito;
y ademds, sean los lados del poligono circunscrito tangentes al circulo en el punto medio de
los arcos cortados por los lados del poligono inscrito; y sean EH, Z© didmetros mutua-
mente perpendiculares del circulo que comprende al poligono circunscrito y estén dis-
puestos de modo semejante a los didmetros AI', BA y considérese que se trazan rectas que
unan los dngulos opuestos del poligono y que sean paralelas entre s y a ZBA®. Si, perma-
neciendo fijo el didmetro EH, se desplazan en torno a la circunferencia del circulo los pe-
rimetros de los poligonos, una figura estard inscrita en la esfera y la otra circunscrita.

=
=
-1

Se ha de demostrar que la superficie de la figura circunscrita guarda con la superfi-
cie de la inscrita una razén que es el cuadrado de la razdén de EA con AK, y que la figu-
ra circunscrita guanda con la inscrita una razén que es el cubo de la misma razdn.

Sea el circulo M igual a la superficie de la figura circunscrita a la esfera y el N igual
a la superficie de la inscrita. Entonces, ¢l cuadrado del radio de M equivale al rectdn-
gulo comprendido por EA y una recta igual a la suma de todas las que unen los dngulos

del poligono circunscrito [Prop. 29]; y el cuadrado del radio de N equivale al rectingu-
lo comprendido por AK y una recta igual a la suma de todas las que unen los dngulos'”
[Prop. 24]. Y puesto que los poligonos son semejantes, también serfan semejantes las
dreas comprendidas por las lineas dichas.''

Por tanto es evidente que la superficie de la figura circunscrita a la esfera guarda
con la superficie de la figura inscrita en la esfera una razén que es el cuadrado de la ra-
zon de EA con AK.

120. «Del poligono inscritos, se entiende,

121, [Es decir, por [es gue van hasta los dngules o los lados de los poligones, de manera gue guardan
enire si la misma razon, a saber: el cuadrade de Ia que guardan los lades de los poligonoes. Pero también la
razon que guardan los recrdngulos comprendidos por las Wneas indicadas es el cuadrado de o que guardan
entre s{ los radios de los cireulos M, N: de manera gue también los didmerros de M, N guardan la misma ra-
zdn que los lados de los poligonos. ¥ los circulos que son iguales a las superficies del circunscrifo y del ins-
crife guardan enire sf una razdn que es la de los cuadrados de sus didmetros).
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Tomense dos conos O, Z y sea el cono E, que tiene por base el circulo Z, igual a M, y
el cono O, que tiene por base el circulo O, igual a N; y por altura tengan el cono Z el ra-
dio de la esfera y el cono O la perpendicular trazada desde el centro al lado AK.

Entonces, ¢l cono = es igual a la figura circunscrita a la esfera [Prop. 31] y el cono
O, a la inscrita [Prop. 26].'# Y puesto que los poligonos son semejantes [por hipét.],
EA guarda con AK la misma razén que el radio de la esfera con la perpendicular traza-
da desde el centro de la esfera hasta AK. Luego la altura del cono = guarda con la altu-
ra del cono O la misma razén que EA con AK. Por otro lado, el didmetro del circulo M
guarda con el didmetro del circulo N ]a misma razdn que guarda EA con AK. Luego los
difimetros de las bases de los conos =, O guardan la misma razén que las alturas'® y
por eso el cono Z guarda con el cono O una razdn que es el cubo de la del didmetro del
circulo M con el didmetro del circulo N [Elem. X1 12].

Es evidente, por tanto, que también la figura circunscrita guardard con la inscrita
una razén que serd el cubo de la de EA con AK.

PROPOSICION 33

La superficie de toda esfera es el cuddruple del circulo mdximo de los que hay en ella.

Haya una esfera y sea el circulo A el cuddruple de su cfrculo médximo.

Digo que el circulo A es igual a la superficie de la esfera,

Pues si no, 0 es mayor o es menor.,

Sea primero mayor la superficie de la esfera que la del circulo.

La superficie de la esfera y el circulo A son dos magnitudes desiguales; entonces es
posible tomar dos rectas desiguales de tal manera que la mayor guarde con la menor
una razén menor que la que guarda la superficie de la esfera con el circulo [Prop. 2].
Témense las rectas B, [" y sca A media proporcional de B, I'; y considérese la esfera
cortada mediante un plano que pase por el centro segin el circulo EZH®, y considé-
rese en el circulo un poligono inscrito y otro circunscrito de manera que el circunscrito
sca semejante al poligono inscrito y que el lado del circunscrito guarde una razén me-
nor'* que la que guarda B con A [Prop. 3]."*

Entonces, la superficie de la figura circunscrita a la esfera guarda con la superficie
de la figura inscrita una razén menor que la superficie de la esfera con el circulo A. Lo
cual es imposible, pues la superficie de la figura circunscrita es mayor que la superfi-
cie de la esfera [Prop. 28], mientras que la superficie de la figura inscrita es menor que
el circulo A [Prop. 25].'%¢

122, [Ese ya se ha demostrade],

123, [Pues son senefanies).

124. Entiéndase «guarde {con el lado del poligono inscnto) una razin mener...», La misma falta se pro-
duce repetidamente, v hemos de tomarla por omisidn del transcriptor.

125. [¥ entonces el cuadrado de la razdn es menor que el cuadrado de la razon. ¥ la razdn de Ba Iex
el cuadrado de la de B a A, v la de la superficie del solfdo circunserito con la superficie del inserito es el
cwadrado de la del lade del poligone circunscrito con el lade del inscriro).

126. [Pues se ha demostrado que la superficie de la inscrita es menor que el cuddruple del cirenlo md-
ximo de los de la esfera, v el cuddruple del circulo mdximo es el cireulo A): la interpolacién recoge lo
demaostrado en la Prop. 25,
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Luego la superficie de la esfera no es mayor que el circulo A.

Y afirmo que tampoco es menor.

Pues 51 es posible, séalo.

E, igualmente, hallense las rectas B, I de manera que B guarde con I' una razén me-
nor que la que guarda el circulo A con la superficie de la esfera [Prop. 2], y sea A media
proporcional de B, I'; e inscribanse y circunscribanse de nuevo'?” de manera que la su-
perficie del circunserito guarde'®* una razén menor que B con A [Prop. 3].'%

Por tanto, la superficie de la figura circunscrita guarda con la superficie de la ins-
crita una razén menor que'*’ el circulo A con la superficie de la esfera. Lo cual es im-
posible, pues la superficie de la figura circunscrita es mayor que €l circulo A [Prop. 30],
y la superficie de la inscrita menor que la superficie de la esfera [Prop. 23].

Luego la superficie de la esfera no es menor que el circulo A. Y se habfa demostra-
do que tampoco era mayor. Luego la superficie de la esfera es igual al circulo A, es de-
cir, al cuddruple del circulo maximo.

PROPOSICION 34

La esfera entera es el cuddruple del cono que tiene la base igual al circulo mdximo de
los de la esfera y por aliura el radio de la esfera.

Sea una esfera y en ella el circulo miximo ABI'A.

Si la esfera no es el cuddruple del cono indicado, sea, si es posible, mayor que el
cudidruple.

127. «Poligonos semejanies», se entiende.

128. Como mds atrds, entiéndase «guarde (con la superficie del inscrito) una razén MENor...»,
129, [Luego tambidn sus ciadrados).

130. [Bcon T. ¥ B guarda con T una razdn menor quel.



Copyrighted material



120 ARQUIMEDES
K B
]
H A r
} \}QQ%/
Sea el cono E, que tiene por base el cuddruple del circulo ABI'A y la altura igual al
radio de la esfera.

[

Asi, la esfera es mayor que el cono Z. La esfera y el cono serdn dos magnitudes de-
siguales. Entonces, es posible tomar dos rectas desiguales de manera que la mayor
guarde con la menor una razon menor que la que guarda la esfera con el cono = [Prop. 2].
Sean tomadas las rectas K, H y, por otro lado, las rectas [, © de manera que unas a otras
se excedan en la misma magnitud, larectaKalalylalala® yla®ala H"™ y con-
sidérense ademis en el circulo ABTA un poligono inscrito, cuyo ndmero de lados sea
miltiplo de cuatro, y otro circunscrito semejante al inscrito, igual que en las proposi-
ciones anteriores, y guarde el lado del poligono circunscrito con el del inscrito una ra-
zon menor que la que guarda K con I [Prop. 3], v scan AT, BA didmetros perpendicula-
res entre si.

Entonces si, permaneciendo fijo el didmetro AT, se desplaza en torno a él el plano
en que estédn los poligonos, habrd unas figuras —una inscrita en la esfera y otra circunscri-
ta— y la circunscrita guardard con la inscrita una razon que es el cubo de la que guar-
da el lado del poligono circunscrito con el del inscrito en el circulo ABT'A [Prop. 32]. Y
el lado guarda'* con el lado una raz6n menor que la que guarda K con I [por hip6t.].
De manera que la figura circunscrita guarda una razén menor que el cubo de la razén
de K con 1."* También K guarda con H una razén mayor que el cubo de la que guarda
K con . Entonces, con mayor motivo, la figura circunscrita guarda con la inscrita una
razon menor que la que guarda K con H. Y K guarda con H una razén menor que la que
guarda la esfera con el cono Z [por hipét.]. Y lo mismo tomando la proporcién en al-
ternancia [Elem. V 16]: lo cual es imposible. Pues la figura circunscrita es mayor que la
esfera [Prop. 28] y la inscrita menor que el cono Z [Prop. 27].'%

131, ola cuestion propuesta consisté én, dadas dos rectas, hallar dos 1érminos proporcionales en pro-
poreidn aritmética» (EUr., 40, 100y ss.).

132 Sobreentiéndase: «con la inseritas,

133, [Esto e hace evidente mediante los Termas],

134, [Porgue el cone Z ex el cuddruple del cono que fiene sie base igual ol circulo ABIA v [a eltura
iewal af radio de [a esfera, micntras gque [a figura inscrita es menor que el cuddriple de dicho conol: 4 in-
terpolacion admite como argumento la tesis pendiente de prueba,
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Luego la esfera no es mayor que el cuidruple del cono dicho.

Sea, s1 es posible, menor que el cuadruple, de manera que la esfera sea menor que
el cono =.

Témense las rectas K, H de manera que K sea mayor que H y guarde con ella una
razén menor que la que guarda el cono E con la esfera [Prop. 2] y pdnganse las rectas
©, I como antes y considérense en ¢l circulo ABI'A un poligono inscrito y otro circuns-
crito, de manera que el lado del circunscrito guarde con el lado del inscrito una razén
menor que la que guarda K con I [Prop. 3], y esté lo demds dispuesto del mismo modo
que en las proposiciones anteriores,

Entonces también la figura solida circunscrita guardard con la inscrita una razdn
que sea el cubo de la que guarda el lado del poligono circunscrito al circulo ABI'A con
el del inscrito [Prop. 32]. Y el lado guarda con el lado una razén menor que la que guar-
da K con I [por hipdt.]. Por tanto, la figura circunscrita guardard con la inscrita una ra-
z6n menor que el cubo de la que guarda K con [. Y K guarda con H una razén mayor
que el cubo de la que guarda K con I.'* De modo que la figura circunscrita guarda con
la inscrita una razon menor que la de K con H. Y K guarda con H una razén menor que
el cono = con la esfera [por hipdt.]. Lo cual es imposible, pues la figura inscrita es me-
nor que la esfera [Prop. 28] y la circunscrita mayor que el cono = [Prop. 31, corol ).

Luego la esfera tampoco es menor que el cuddruple del cono que tiene la base igual
al circulo ABTA v la altura igual al radio de la esfera. Y se habfa demostrado que tam-
poco era mayor. Luego es el cuddruple.

COROLARIO

Una vez demostrado lo anterior, es evidente que todo cilindro que tenga por base el
circulo miximo de los de la esfera y la altura igual al didmetro de la esfera es una vez y
media la esfera, y su superficie, incluidas las bases, es una vez y media la superficie de
la esfera.

El cilindro antes indicado es el séxtuple del cono que tiene la misma base y la altu-
ra igual al radio, y se ha demostrado que la esfera es el cuddruple de ese mismo cono
[Prop. 34). Es evidente, por tanto, que el cilindro es una vez y media la esfera.

Y ala vez, puesto que se ha demostrado que la superficie del cilindro sin las bases
es igual a un circulo cuyo radio es media proporcional entre la generatriz del cilindro y
el didmetro de la base [Prop. 13), y que la generatriz del mencionado cilindro circuns-
crito a la esfera es igual al didmetro de la base,'* y que el circulo que tiene el radio
igual al didmetro de la base es el cuddruple de la base [Elem. XII 2] —es decir, del
circulo maximo de los de la esfera—, entonces la superficie del cilindro excluidas las
bases serd el cuadruple del circulo maximo. Entonces la superficie entera del cilindro
incluidas las bases serd el séxtuple del circulo midximo. Y también la superficie de la es-
fera es el cuddruple del circulo médximo. Luego toda la superficie del cilindro es una
vez y media la superficie de la esfera.

135. Véase mas atrds, n. 133.
136. [Es evidente que la media proporcional de ambos es igual al didmeiro de la base).
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PROPOSICION 35

La superficie de la figura inscrita en un casquete de la esfera es igual a un cfrculo el
cuadrado de cuyo radio equivale al rectdngulo comprendido por un lado del poligono
inscrito en el segmento del circulo mdxyimeo v la recta igual a la suma de rodas las pa-
ralelas a la base del segmento mds la mitad de la base del segmento.

Sea una esfera y en ella un casquete cuya base sea el circulo del didmetro AH," y
sea AHO un circulo miximo y ATE©ZAH un peligono con un nimero par de lados™®
excepto el lado AH, y tomese el circulo A, el cuadrado de cuyo radio equivale al rec-
tangulo comprendido por el lado AT” y por la suma de EZ, I'A mis la mitad de la base,
es decir, de AK.

A

Se ha de demostrar que el circulo es igual a la superficie de la figura.

Témese el circulo M, ¢l cuadrado de cuyo radio equivale al rectingulo comprendi-
do por el lado EO y la mitad de EZ. El circulo M es igual a la superficie del cono cuya
base es el circule de didmetro EZ y su vértice el punto © [Prop. 14]. Témese también
otro circula N, el cuadrado de cuyo radio equivalga al rectingulo comprendido por ET
y la mitad de la suma de EZ, T'A. Entonces, éste serd igual a la superficie del tronco de
cono comprendido entre los planos paralelos correspondientes a EZ, A [Prop. 16]. E,
igualmente, témese otro circulo = el cuadrado de cuyo radio equivale al rectingulo
comprendido por AI' y la mitad de la suma de I'A, AH. Y éste también es igual a la su-
perficie troncoednica comprendida entre los planes paralelos correspondientes a AH, T'A
[Prop. 16].

Entonces, la suma de todos los circulos seri igual a la superficie entera de la figura,
y la suma de los cuadrados de sus radios equivaldri al rectingulo comprendido por un
lado, AT, y una recta igual a la suma de EZ, I'A mads la mitad de la base AK. Y el cua-
drado del radio del circulo A equivalia a esa misma drea [por hipét.].

Luego el clrculo A serd igual a la suma de los circulos M, N, Z, de manera que tam-
bién a la superficie de la figura inscrita.

137, [Inseribase en él una fipura, como se ha dicha, comprendida por superficies cdnicas).
138, Se ha de sobreeniender «y equildieros,
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PROPOSICION 36!

Cortese la esfera mediante un plano que no pase por el centro y sea en ella AEZ un
circulo méximo que corta perpendicularmente al plano secante, e inscribase en el seg-
mento ABI™ un poligono equildtero y de nimero par de dngulos'* excepto la base AB.

De modo semejante a las proposiciones anteriores [Prop. 23], si, permaneciendo
fija I'Z, se hace girar la figura, los dngulos A, E, A, B se trasladarén segiin circulos cu-
yos didimetros serdn AE, AB; y los lados del segmento se trasladarin segiin una super-
ficie c6nica;!*! y la figura resultante serd un sélido comprendido por superficies conicas
que tendrd por base un circulo cuyo didmetro es AB v su vértice T

Z

Al igual que en las proposiciones anteriores, tendrd la superficie menor que la su-
perficie del casquete que lo contiene. Pues ambos —el casquete y la figura— tienen el
mismo limite en el plano —la circunferencia del circulo cuyo didmetro es AB— y am-
bas superficies son cdncavas hacia el mismo lado y la una estd comprendida por la otra
[Postul. 4].

PROPOSICION 37

La superficie de la figura inscrita en el casquete de la esfera es menor que el circulo
cuyo radio es igual a la recta rrazada desde el vértice del casquete hasta la circunfe-
rencia del circulo que es la base del casquete.

Sea una esfera y en ella el circulo miximo ABEZ, y sea un casquete en la esfera
cuya base sea el circulo de didmetro AB'"? v 1o demds, igual, siendo OA el didmetro de
la esfera, y trazadas las cuerdas AE, @A y sea M un circulo cuyo radio sea igual a A®,

Se ha de demostrar que el circulo M es mayor que la superficie de la figura.

139. La evidente forma andémala de la proposicion —carente de enunciado, con vanias faltas de expre-
sidn, trastocada de lugar (su sitio adecuado serfa intercambiar la posicidn con la Prop. 35)— v los resultados,
bien pobres para los que suele alcanzar Arquimedes, han hecho pensar en una actuacién especialmente inco-
mecta del transcriptor e, incluso, en la posibilidad de que toda ella haya de ser secluida.

140. De acuerde con la expresion que sigue, «excepto la bases, aqui esperariamos un «de nimero par
de lados».

141. Ewidememente, come ya hizo notar Heiberg, se trasladardn segin «superficies ednicas=, no segin
una sola.

142, [E inscribase en él la figura dicha y un poligone en &l segmenta de circula].
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Se ha demostrado que la superficie de la figura es igual a un circulo el cuadrado de
cuyo radio equivale al rectdngulo comprendido por E@ y la suma de EZ, I'A, KA
[Prop. 35]. Por otro lado, se ha demostrado que el rectingulo comprendido por E© y
la suma de EZ, T'A, KA es igual al rectingulo comprendido por EA, KO [Prop. 22,
Elem. VI 16]. Y el rectingulo comprendido por EA, KO es menor que el cuadrado de
lado A@.'"

Por tanto, esti claro que el radio del circulo que es 1gual a la superficie de la figura
es menor que el radio de M,

Luego es evidente que el clrculo M es mayor que la superficie de la figura [Elem. XTI 2].

PROPOSICION 38

La figura inscrita en el casquete comprendida por superficies cénicas mds el cono que
tiene por base la misma que la figura v por vértice el centro de la esfera es igual al
cong que tiene su base igual a la superficie de la figura vy la altura igual a la perpendi-
cular trazada desde el centro de la esfera hasta un lado de los del poligono.

Sea una esfera y en ella un circulo méximo y un segmento ABI™ menor que un semi-
circulo y sea E el centro, e inscribase en el segmento ABT un poligono de nidmero par
de lados' excepto AT, igual que en las proposiciones anteriores y, permaneciendo fija
BA, produzca la esfera, al desplazarse alrededor, una figura comprendida por superfi-
cies conicas, y a partir del circulo de didgmetro AT constriiyase un cono que tenga por
vértice el centro; y tomese el cono K que tenga la base igual a la superficie de la figura
y la altura igual a la perpendicular trazada desde el centro E hasta un lado del poligono.

143. [Pues es menor que ef recidngule comprendido por AG, K9,
144, La mayor parte de los editores suplen: «y equildteron,
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Se ha de demostrar que el cono K es igual a la figura comprendida'*

cono AETL.

junto con el

Constriiyanse también conos sobre los circulos de didmetros ®H, AZ que tengan
por vértice el punto E. Entonces, el rombo sélido HBGE es igual a un cono cuya base
es igual a la superficie del cono HB@, y la altura igual a la perpendicular trazada des-
de E hasta HB [Prop. 18], y la figura circundante,'* comprendida por la superficie que
queda entre los planos paralelos correspondientes a HO, ZA vy las superficies cOnicas
ZEA, HE®, es igual al cono cuya base es igual a la superficie que queda entre los pla-
nos paralelos correspondientes a HO, ZA y la alwra igual a la perpendicular trazada
desde E hasta ZH [Prop. 20]. A la vez, la figura circundante comprendida por la super-
ficie que queda entre los planos paralelos correspondientes a ZA, Al” y las superficies
conicas AEI", ZEA, es igual a un cono cuya base es igual a la superficie que queda en-
tre los planos paralelos correspondientes a ZA, AT y la altura igual a la perpendicular
trazada desde E hasta ZA [Prop. 20]. Entonces, la suma de los conos mencionados serd
igual a la figura mds el cono AET". Y tienen la altura igual a la perpendicular trazada
desde E hasta un lado del poligono, y las bases iguales a la superficie de la figura
AZHBOAI, y el cono K tiene también la misma altura y la base igual a la superficie de
la figura. Luego el cono es igual a la suma de los conos mencionados. Y se habia demos-
trado que la suma de los conos mencionados era igual a la figura més el cono AET.

Luego también el cono K es igual a la figura mds el cono AET.

COROLARIO

A partir de esto es evidente que el cono que tiene por base el efrculo cuyo radio es igual
a la recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del circulo que es
base del casquete y la altura igual al radio de la esfera, es mayor que la figura inscrita
mis el cono.

Y' es que el cono recién mencionado es mayor que el cono que es igual a la suma
de la figura més el cono que tiene por base la base del casquete y el vértice en el centro,
es decir, el cono que tiene la base igual a la superficie de la figura y la altura igual a la
perpendicular trazada desde el centro hasta un lado del poligono [Prop. 38]. Pues la base
es mayor que la base'* y la altura mayor que la altura [Prop. 37].

145. Entiéndase: «comprendida por las superficies conicass.

146. Gr. perifeimma: cf: n. 87 a la Prop. 19.

147. Para Heiberg, el texto que sigue hasta el fin del corolario deberia quizd ser secluida: en efecto, si el
corolario es una deduccién evidente de lo anterior ¥ no requiere demostracidn, lo que sigue es superfluo.

148. [Eso ya se ha demastrads).
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PROPOSICION 39

Sea una esfera y en ella el circulo médximo ABT, y cértese'* menor que un semicircu-
lo, el que corta AB, y sea A su centro;'™ y desde el centro A tricense las rectas AA, AB
hasta A, B, y circunscribase al sector resultante un poligono,'' y en torno a él un circu-
lo. Tendrd el mismo centro que el cfrculo ABT. Si, permaneciendo fija EK, el poligono,
tras girar en torno a ella, vuelve a la misma posicién, el efrculo circunscrito se despla-
zard segun la superficie de una esfera y los dngulos del poligono describirdn circulos
cuyos diimetros, que son paralelos a AB, unen los dngulos del poligono, mientras que
los puntos en los que los lados del poligono son tangentes al circulo menor describen
circulos en la esfera menor cuyos didmetros serdn las rectas, paralelas a AB, que unen
los puntos de tangencia, y los lados se desplazardn segin superficies conicas, y la figu-
ra circunscrita cuya base es el circulo de diametro ZH estara comprendida por superfi-
cies conicas.

La superficie de dicha figura es mayor que la superficie del casquete menor cuya
base es el circulo de didmetro AB.

K

Tricense las tangentes AM, BN. Se desplazardn segin una superficie cénica, y la fi-
gura generada por el poligono AMOEANB tendrd la superficie mayor que la del cas-
quete de la esfera cuya base ¢s ¢l circulo de didmetro AB'*? [Post. 4]. Pero la superficie
cOnica generada por ZM, HN es mayor que la generada por MA, NB. Pues ZM es ma-
yor que MA,'* y NH es mayor que NB [Elem. TI1 18 y T 19]; y cuando esto se da, una
superficie es mayor que la otra superficie.'**

Y es evidente, por tanto, que la superficic de la figura circunscrita es mayor que la
superficie del casquete de la esfera menor.

149. Sobreentiéndase «un casquetes,

150, «Cenire de la esferaw, se entiende.

151. Probablemente, la redaccién original del texto de Arquimedes no omitfa indicar que el poligono ha
de ser equilitero y de niimero par de lados, exeepto el commespondiente a la base del sector.

132, [Trenen el mismo limite en un sole plane —el circule de didmetro AB— y el casquete estd conteni-
do por la figura).

133. [Pues subtiende un dngulo recrs).

154. [Pues esta se ha demostrada en los lemas).
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"Dios cred los nimeros.
El hombre todo lo demas.”
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En la linea de A hombros de gigantes, dedicada a las grandes
obras de la Fisica y la Astronomia, el gran cientifico

Stephen Hawking nos presenta en este libro los 31 logros

fundamentales del pensamiento matemético, desde la geometria

basica hasta la teorfa de los niimeros transfinitos.
El profesor Hawking ha analizado dos mil quinientos afos

de historia de las matemadticas para ofrecernos:
Lina biogratia de los diecisiete mayores genios matematicos.

Lina introduccién al signiticado de sus investigaciones

La solucién a los distintos problemas que se plantearon.
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